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Urteile ber 5ßreffe über .^©ammlnttg ©öftren"* 

ßcl^rcrjcitg. f. Jl^Üringcn u. SJlittcIbeutfdjlanbj 
Dtefe bauer^aft iinb elegant gebundenen Hetnen ^üd^er mit bem 

Iel^t l^cmbliddcn Sfonnat 16/11 cm finb für ©Qmnofien, Sflcal^ulcn, Sc^rcr* 
emtnarc, i^ölftcre SWäbc^cnfc^uIcn unb öcrtüonbtc Stnftaltcn bcftimmt. ^ei 
orgfaltige, fanbere ^rntf üerbtent ooKe SCnerfennung* (£d ift ein ban* 
endmerted Unternel^men ber SBerlag^Sl^anMung, in biefer ttirflici^ f feinen 
Hn^ftattnng gebiegene Sf^nlbftii^er erfd^einen ju laffen. 

©übb, S3I. f. %t>\ Unterr.'Slnft.: Sf^ad^bem bie ^mei erftcn 
Auflagen üon 9h:. 10 ber ©öjd^cnfcl^en ©ammlung (iRibelungen uni 
ihtbrun vx ^u^ma^I) beifällige ^ufna^me unb fe^r rafd^en Wbfag g^ 
funben l^aben, ftnb ^erauiSgeber unb Verleger übereingefommen, biefi 
Stummer in jmei S3anbd|en %Xi 5er(egen: a) ^er ^libelunge 92öt sc 
b) l^ubrnn nnb ^ietrif^ei^en* ^aburc^ ift ed mdglic!^ geworben, beti 
Xejrt 5U oerme^ren unb ibn, foroie \i^^ ^örterbu4, mit grögeren Settern 
^u brucfen .... 

^eutfci^e ßeljtec^eitg., S3cclin: 3it tnappfter, aber bod^ ott- 
gemein oerftänbtic^er gorm bietet unö Dr. groaS bie ©eologie* ©e- 
fonberi^ aber ^at vxi^ DaS 14. iBönb(!^en, melc^ed bie ^f^^^^i'd^e unk 
Sogif entl^dlt, ungemein angefprod)en. @(fent|and t)erfle^t t%, für biefeti 
Se^rgegenftanb ^ntereffe 5U erregen. SBer größere SBerfe nid^t burd^ 
ifUne^men Dermag, mer ^oSOb SBergeffened auffrif(|en nitll, wer in föür^ 
fiogil unb $|Qd)ologie in ben (Srunbäügen in Ieid)t fofelic^cr SBeife ft4 
«neignen mill, ber greife ^u biefem S3üd|tein. (Sr mirb'i^ nic^t bereuen. 
Sefftngd ^^ifotadr ber befannttic^ in antifem ©enianb ben (Steift bei 
fiebeniäl^rigen Ihrieged unb bor aüern bie ^enfart f^riebrid^iS bed ^ogen 
fd^ilbert, ^x^ bie ^oefte bed fiebenjä^rigen ^eged finb e(^t patriotif4< 
)xvii ^erjerfreulid^e %(^fxi. ifeac^ ben porliegenben S3Snbdben fielen toii 
tttd^t m, bie fltttty Sammlung aufg angelegentlid^fte nid^t allein ^uni 
(gebraud^ in ^dl^eren ©c^ulen" fonbem au^ j^ur ©etbftbetel^rung ^g 



empejien. 



Sd^mftbij^er ^erfur: ^er befannte Jenaer $Sbagog $raf. 
Dr. SB« Siein giebt in ber ,,$äbagogif im ^^runbrig" eine nidjt nur Hi4t< 
botte^ fonbem gerabegn f eff einbe ^arfteQung ber praftif d^en unb ber tl^eore« 
tifd^en ^äbagogif. S^bermann, ber fid^ für ©rjicl^ungSfragcn intereffiert, 
barf mon baiJ SBüc^Icin morm emfife^len. 9h4t minber trefflid^ ift bti 
S3earbeitung, meld()e ber äJ^arburger ©ermanift ^auffmann ber ^entfc^e« 
1Öl)|t^ologie gen)ibmet ^at. @ie berul^t \iyxx^^yxl auf ben nenefie« 
^orfd^nngen, mie ftd^ an nid^t menigen @teUen, j. S3. in \itxci fc^önen 
ftoi^itel über SBalbr, erfennen lögt. 

©taatiSan^eiger: 5S)ad 20. ^änbd^en, h^l einen Sbrifi bei 
bentf 4en ©rantmatif vxöb im ^ni^ange eine !nr$e ®ef c^id^te ber benli 
fi^en (Slirnc^e entl^ält, bietet aud| eine gute Uebcrfid^t ber beutfd^en 
@)7rad^Iel^re unb beutfd^en @prad^gefd^id^te. ^ie ffare unb fna^^e ^(n> 
Rettung giebt auf engem 9laum einen überrafd^enb reid^en @t9ff^ fti 
1 mc$r in3 ©inaelne eingel^enb, aliJ ba3 fleine ^önbd^en erwarten I&Bt 
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Erster Abschnitt. 

Eettenbrüche. Diophantische öleichungeii. 

I. Kapitel. 

Eettenbrflehe. 

§ 1» Begriff des Kettenbmchs« 

1. Ein fortgesetzter Bruch von der Form 

^0 H '-j: oder a^ H 



»1 H 1 «1 + 

»8 + V a,+ 



Vi 1 

heisst ein Kettenbruch. Die Brüche — und — führen 

a a 

die Bezeichnung Teilbrüche, b heisst der Teil- 

zähler, a der Teilnenner. 

2. Wir beschränken uns auf die zweite Art von 
Kettenbrüchen, in denen alle Teilzähler gleich der Ein- 
heit sind und lassen ausserdem noch den Wert a^ weg. 
Den so erhaltenen Kettenbruch schreiben wir abgekürzt : 

*i + T"4- J^ 1 oder (1 : a^, a„ aj, aj. 



10 



Kettenbrüche. 



§ 2« Yerwandlnng eines Bruches in einen Kettenbrach. 



1. Beispiel. Es soll der Bruch 

Kettenbrach verwandelt werden. 
157 1 1 1 



157 



283 


283" 


1 




157 


1 






1 + 


1 

1 + 


1 
126 



126 
157 



1 + 



157 
126 



'''' 283 ^^ 


einen 




1 




1 + 


1 




1 + 


31 
126 


1 







31 






= (1:1, 1, 4, 15, 2). 



2. Die hier angewandte Bestimmang der Teilnenner 
ist dieselbe wie die, die zur Aufsuchung des gemein- 
schaftlichen Teilers der Zahlen 157 und 283 führt und 
wir erhalten dieselben rascher durch fortgesetzte Division 

wie folgt: 

1 1 4 15 2 

283 

157 



126 



157 
126 


126 
124 


31 
30 


31 


2 


1 



§ 3. Terwandlang eines Kettenbrnches in einen 
gewölinlichen Bruch. Näherangswerte. 

1, Berücksichtigt man bei einem Kettenbruch nur 
den ersten Nenner, also nur den Bruch — 



und lässt 
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alle folgenden Brüche weg, so erhält man den ersten 

z 1 

Näherungswert —^ = — . Berücksichtigt man ebenso 

n^ aj 

nur den Teil — . 1 des Kettenbruches, so erhält man 

»2 

den zweiten Näherungswert — ^ = ' , ^ . Ebenso 

^ n, »1*8 + 1 

findet man den dritten Näherungswert 
^8 1 . _ »2 »8 + 1 



1 . = '-^r^-i u. s. f. 



^8 »1 + — . 1 »1 »2 »8 + »8 + »1 

a, -|- 



»8 



2. Von diesen Näherungswerten ist der erste zu 
gross, da der Nenner a^ zu klein ist; der zweite da- 
gegen ist zu klein, da — > — 1 , also der 

*2 2 "T" I 

*8 I • • • 

Nenner des Bruches a^ -| , den wir in B^echnung 



»2 



ziehen^ grösser als sein wirklicher Wert ist. Der dritte 
Näherungswert ist wieder zu gross, der vierte zu klein 
u. s. w. Die Näherungswerte eines Ketten- 
bruchs sind also ab wechslungs weise kleiner 
und grösser als der wirkliche Wert des- 
selben. 

3. Es ist '^=^, ^ = -. 1== '^ 



n, »1 n, »1 + — a, a^ + 1 

»2 

»s^aZ, +Zj _ »aZ^ + Z, 



a^n^ + l' ng »^ + 

a, 



a8(»2°i + l) + »l »8^2+^^!' 
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Kettenbrache. 



z 

n 



aJ^^V+Zj) + z, _ a^ z, + z. 



Ist allgemein bis zu einem bestimmten Werte k: 



a. 



Zk_, + \_ 



2 



'k 



SO erhält man den folgenden 

1 



*k^k-l + ^k-2 

Näherungswert, indem man a^^ durch a^ + 
setzt, oder: 



er- 



k-f-i 



"k+i 



n 



k+i 



(ak + ^)^.-.+ z,., 



2 



^k+iK-°k-i+^k-2) + °k-i ak+ii^k+ °k-i * 

Die Begel gilt also auch für den (k -|- l)ten Nähe- 
rungsbruch^ wenn sie bis zum kten gilt. Sie gilt aber, 
wie direkt gezeigt wurde, für den vierten, also gilt sie 
für den fünften, sechsten u. s. f., d. h. allgemein für 
ein beliebiges k (Schluss von k auf k + 1). 

Führt man noch die Näherungswerte --r ^^^ ~t~ 

ein, so erhält man zur Berechnung eines Kettenbruchs, 
etwa des Kettenbruchs (1 : 2, 3, 1, 4, 5, 3, 2), das fol- 
gende Schema: 



a 2 


3 


1 


4 


5 3 2 


z 1 1 


3 


4 


19 


99 316 731 


n 1 2 


7 


9 


43 


224 715 1654 



1 
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z; 1 = 2.0+1, 3 = 3.1 + 0, 4 = 1.3+1, 
19=^4.4 + 3, ... 

n; 2 = 2.1 + 0, 7 = 3.2 + 1, 9 = 1.7+2, 
43 = 4 . 9 + 7, . . . 

Die Näherungswerte sind: -y, -^, -y, ^, ^^j 

316 , 731 
und 



715 1654* 

§ 4. Eigenschaften der Näherungswerte. 

1. Es ist Zj nj — Uj Zj = — 1, Zg n, — z, n, = + 1, 
z^ Uj — Zg n^ = — 1. Nimmt man an , die Begel gelte 
bis ZU einem bestimmten k, d. h. es sei 

z^ . Uj^j — \^i • ^k = i 1> s^ ^^^ • 

k+i • ^k~' ^k • °k+i=(8'k+i • 2^k+^k-i)nk-(ak-fi; ^k+^k-i)2k 

= — (Zk »k-i — \-i • °k) = + 1- 
Nun gilt aber die Regel für k = 4, d. h. sie gilt für 
k = 5, 6, 7 und also auch für ein beliebiges k. 



2. Hieraus folgt direkt : = + 



°k ^k-i ~ °k • °k-i 
oder: 

Der Unterschied zweier aufeinanderfol- 
gender Näherungswerte ist eins, dividiert 
durch das Produkt der Nenner derselben. 

3. Wie man in § 3 fand, liegt der Wert z eines 
Kettenbruchs zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nähe- 
rungswerten desselben; Bezeichnet man also den wirk- 
lichen Wert des Ketteubruchs mit q, so ist entweder 

^k ^k+l ^k ^k4-l 

— > q > — -^ oder — < q < — -^. Der Fehler, den 

°k ^k+i ^k °k+i 

man begeht, wenn anstatt dem Kettenbruch der kte 

Näherungswert gesetzt wird, ist also jedenfalls kleiner 
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als der Unterschied des kten und k + 1 ten Nähe- 
rungswertes, also kleiner als "i z und somit um- 

'^k • "k+i 

somehr < -«-, oder: 
n k' 

Dör Fehler, den man begeht, wenn man 
an Stelle eines Kettenbruchs einen Nähe- 
rungswert setzt, ist kleiner als eins, divi- 
diert durch das Quadrat des Nenners des 
Näherungsbruches. Die Näherungswerte 
schliessen also den wirklichen Wert des 
Kettenbruchs in immer engere Grenzen ein. 

r 
4. Liegt der Wert eines Bruches — zwischen zwei 

Näherungswerten eines Kettenbruchs, so müssen die 
Zahlen r und s grösser sein als die Zähler und Nenner 
dieser letzten Brüche, denn wir haben z. B. für un- 
gerade k: 

^k r Zfe+i \ \^i \ r 

- > — > — —, also ^ > oder 

°k s n,_^,' n^ n^_^, n^ s 

1 ^k-s-^-^ , 1 Zfc.s-n^.r 

also > . 



"k • "k+i '^k • « ' ^k+i s 

z r z^ . s — n^ . r 

Aus — > - folgt aber, dass > ist, 

n. s s 

k 

d. h, der Zähler des letzten Bruches ist entweder >1. 
Ist dies aber der Fall, so muss s > n^.i sein, und da 

r ^k-fi 

— > — -^ ist, so ist auch r > z. . . . 
s n^^, ' k+i 

Ist k gerade, so erleidet der Beweis unwesentliche 
Aenderungen. Durch die Näherungswerte ist 
also der Kettenbruch durch kleinste Zahlen 



Unendliche Kettenbrüche. 15 

so genau als möglich ausgedrückt und nament- 
lich kann ein Näherungswert nicht verein- 
facht werden. 

§ 5. Yerwandlung eines Kettenbruchs in eine Reihe* 

Es ist: 

z, _ 1 Z3 Zj _ — 1 Z3 ^2 ^ ^ 1 



n^ n/ n^ n^ n^ n,^ n^ n, n.Ug' 



• • 






»k °k-i ~ "k-°k-i 



\ 



Ist aber — der letzte Näherungswert des Kettenbruchs, 



«k 



d. h. der Wert q desselben, so folgt durch Addition 
dieser Gleichungen: 

\ 1 1,1 1 . . 1 

n^ ^ n, n^n, r^^^s »8^4 ~ °k-i • ^k 

§ 6* Unendliche Kettenbrfiche* 

1. Setzen sich die Teilbrüche eines Kettenbruchs 
unbegrenzt fort, so heisst der Kettenbruch ein unend- 
licher. Bilden die Nenner der Teilbrüche von einem 
bestimmten ab Perioden, so ist der Kettenbruch ein 
periodischer. Es heisst reinperiodisch; wenn 

die erste Periode mit dem ersten Teilnenner, unrein- 
periodisch; wenn sie später beginnt. Solche Ketten- 
brüche sind z. B. 
1 : (1, 2, 3, 5, 7, 3, 1, 4, . . . .) unendl. nicht periodischer 

Kettenbruch, 
(1 : 4, 5, 2, 3, 2, 3, 2, 3, . . . .) unendl. unreinperiodischer 

Kettenbruch^ 
(1 : 2, 3, 5, 2, 3, 5, 2, 3, 5) . . . .) unendl. reinperiodischer 

Kettenbruch. 
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2. Von jedem periodischen Kettenbrach können 
wir stets den Wert berechnen. Um z. B. den Weit 
des Kettenbruchs (1 : 1, 2, 1, 2 . . .) zu finden , setzen 
wir diesen Wert = x und erhalten die Gleichung 

1 2 + x - 

x=-:r- , 1 oder -^—, — = x, x = V3 — 1. 
1 H — — - o + x 

^ 2 +x ^ 

Ist der Kettenbrach unreinperiodisch, so berechnen 
wir zuerst den Wert des Kettenbruchs von der ersten 
Periode ab und entwickeln dann die Näherungswerte. 

So wird z. B. 

4 + - 1 4 + ^3 — 1 3+V3 

^ 1 4- — 1 ^ 



§ 7* Yerwandlung einer Quadratwurzel in einen 

Kettenbruch. 

1. Das hierbei in Anwendung kommende Verfahren 
möge ein Beispiel zeigen. Es sei y31 in einen Ketten- 
bruch zu verwandeln. 

x-V31-5 + 1^5i-=^-54--— ^-— -5+- 
x-ydi-ö-h ^ _ö+^^^^^_öi- ^ . 

Die /3T liegt zwischen 5 und 6, kann also durch 

5 und einen echten Bruch dargestellt werden. In diesem 

multiplizieren wir Zähler und Nenner mit ^31 + 5 und 

6 
erhalten daraus yTTr . y> 
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(1/31 + 5 liegt zwischen 10 und 11 ; 6 ist also einmal 
in dem Zähler enthalten.) 



X 



_ m+i _ m-i ^^. 3 1 

_ m+4: 3| V31-5 .. 2 1 

3 -^+"[J~-^+y3r+5-^+^ 

r -^E + ^-K I V31-5 , , 3 , , 1 

^ -M+_5_3 , V31-4 „, 5 1 

Esistalsoy3r=5 + (1:1, 1,3; 5, 3,1,1,10,1,1,3,5,3,...). 



n. Kapitel. 

Dlophantlsche Gleichungen. 

§ 8. Definition der diophantischen Gleichnngren. 

1. Ist irgend eine Gleichung, etwa 3x + 2y = 7, 
mit zwei Unbekannten gegeben, so genügt diese nicht 
zur Bestimmung der Unbekannten x und y. Wir 
können vielmehr für die eine dieser Unbekannten einen 
beliebigen Wert ansetzen und erhalten dann immer für 
die andere Unbekannte einen zweiten Wert. So erfüllen 
z. B. die obigen Gleichungen die Wertepaare 

S p r e r , Niedere Analysis. 2 
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X = 0, -2", 1, 2, 3 

y = 3y, 2^, 2, -y, — 1 u. s. w. 

Unter den unendlich vielen Wertepaaren von x 
und y, die wir auf diese Art erhalten^ können nun 
auch solche sein, für die sowohl x als auch y ganze 
Zahlen sind und es ist gerade unsere Aufgabe ; aus 
den obigen Wertepaaren diese ganzzahligen und unter 
diesen insbesondere wieder diejenigen auszuscheiden, die 
sowohl für X als auch für y positiv sind. Ein solches 
Wertepaar für die obige Gleichung ist z. B. x= 1, y = 2. 

2. Ist die Gleichung nicht vom ersten Grade, son- 
dern von höherem^ so ist es oft gar nicht möglich^ aus 
den unendlich vielen Wertepaaren für x und y ganz- 
zahlige auszuscheiden ; unsere Aufgabe ist dann die, für 
X und y wenigstens. rationale Wertepaare zu bestimmen, 
sofern auch diese überhaupt möglich sind. 

3. Sind mehr ■ als zwei Unbekannte gegeben, so 
können wir zwei Fälle unterscheiden. Es können nam- 
lich zu deren Bestimmung eine oder mehrere Glei- 
chungen dienen. Unsere Aufgabe ist aber auch jetzt 
noch wesentUch dieselbe. 

Diophantische Gleichungen des ersten Grades. 

§ 9* Die AuflSsungsmethode von Euler* 

1. Ist irgend eine Gleichung des ersten Grades 
a X + b y = c gegeben, so ist klar, dass wir zunächst 
annehmen dürfen, dass a, b und c ganze Zahlen sind 
und dass a, b und c keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. Wäre letzteres der Fall, so könnten wir durch 
Division diesen Teiler ausscheiden. Es müssen aber 
auch die Koeffizienten a und b unter sich relativ prim 
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sein, indem sonst auch c mit a und b einen Teiler ge- 
meinsam haben müsste, wenn die Gleichung durch ganze 
Zahlen auflösbar sein soll. 

2. Um die von Euler angewandte Methode klarer 
zu machen; wollen wir dieselbe an einem bestimmten 
Beispiel in Anwendung bringen. 

Es sei die Gleichung 7x+lly = 47 aufzulösen. 

47_«lly 5— 4y 

Wir haben: x = ^ ^ = 6 — y + ^^— . Wir 

haben also die Division durchgeführt und einen Rest 

5 — 4y 

= — erhalten. Soll x eine ganze Zahl sein, so muss 

aber notwendig auch dieser ßest eine solche sein, d.. h. 

setzen wir denselben = z, so erhalten wir eine neue 

diophantische Gleichung 5 — 4 y = 7 z oder 4y + 7 z = 5, 

in der die Koeffizienten von z und y kleinere Zahlen 

sind. Aus dieser Gleichung erhalten wir wieder: 

5 — 7z . l-3z 
y = — j =1 — z + — 2 = 1 — z + Uy wou 

ebenfalls eine ganze Zahl sein muss. Die neue dio- 
phantische Gleichung u = j — liefert wieder 

« . . - 1 — 4u ,1 — u 
3z + 4u = l, z= — ^ — = — uH —. 

Setzen wir in letzterem Bruch für u den "Wert 1, so 
erhalten wir z = — 1 und hieraus y = l — z + u = 3, 
x = 6 — y+z = 2. 

Unsere Methode bezweckte also, aus dergegebe- 
nen Gleichung eine andere abzuleiten, die 
kleinere Koeffizienten hatte, aus dieser 
wieder eine mit noch kleinern Koeffizienten, 

bis wir zuletzt auf einenBruch — ^ — kamen. 

o 
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der für u = l eine ganze Zahl wurde. Wir hätten 
hierbei natürlich für u auch z. B. den Wert 4 wählen 
können. Wir wären auch etwas rascher zum Ziele ge- 

1 3 2 

kommen, wenn wir z. B. in j — für z den Wert 

4 

5 — 7z 

— 1 genommen hätten. Auch hätten wir y = — j 

1 4- z 
= 1 — 2 z H -i — setzen können. Letzteres wäre eine 

ganze Zahl geworden für z = 3 oder z = 7 u. s. f. Zweck 
der Eulerschen Methode ist also, aus der 
gegebenen Gleichung eine mit kleinern Zah- 
len abzuleiten, deren Lösung durch Erraten 
möglich ist. Haben wir in der abgeleiteten Glei- 
chung eine Wurzel erraten, so ünden wir rückwärts 
die Lösung der gegebenen Gleichung. 

3. Sind auf diese Art für x und y zwei zusammen- 
gehörige Werte a und ß bestimmt worden, so ist es 
leicht, aus diesen unendlich viele andere solche Werte- 
paare abzuleiten, die alle die Gleichung ax + by = c 
befriedigen. Solche Werte sind allgemein 

x = a + bk, y = /? — ak, 

wo k eine beliebige ganze Zahl ist; wie wir sofort 
durch Einsetzen dieser Werte in die gegebene Gleichung 
sehen. Geben wir k alle möglichen Werte von — oo 
bis + 00; so erhalten wir alle ganzzahligen Wurzel- 
paare, welche die Gleichung befriedigen. 
So erhalten wir für obige Gleichung 

x=z=2 + llk, y = 3 — 7k. 

Soll hiebei x und y positiv sein, so muss k notwendig 
Null sein, d. h. x = 2, y = 3 ist das einzige Paar po- 
sitiver Wurzeln der Gleichung. Andere ganzzahlige 
Wurzeln sind z. B. in folgendem Schema enthalten. 



Auflösung durch Kettenbrüclie. 
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k — 


— 4 


— 8 


— 2 


-1 





1 


2 


8 


4 


5 


6 


X — 


— 42 


— 81 


-20 


— 9 


+ 2 


-f 18 +24 


36 


46 


67 


68 


y — 


+ 81 


24 


17 


10 


8 


— 4 


— 11 


-18 


25 


82 


— 89 



§ 10. Auflösung* durch Kettenbrttche. 
1. Um die Gleichung ax — by = 1 für a < b aufzu- 
lösen, verwandelt man den Bruch -j- in einen Ketten- 
bruch und sucht den vorletzten Näherungswert desselben^ 
der — sein möge. Der letzte Näherungswert ist dann 

-w- selbst. Dann ist immer : an — bz = + l und wir 
D — 

haben offenbar für x und y entweder die "Wurzeln 

x==: + n, y = 4-z oder x = — n, y = — z. 

Sei z. B. 23 X — 37 y = — 1 aufzulösen, so findet 

23 
man ^ = (1:1, 1, 1, 1, 1, 4). Daraus die Näherungs- 



37 



5 23 



werte — , — , -^, -^, -^, ^. Der vorletzte ^ 



giebt 



das Wertepaar x = 8, y = 5 oder allgemeiner 

x = 8 + 37k, y = 5 + 23k. 

2. Ist die Gleichung ax+by = l gegeben, so er- 
halten wir für a < b, ebenso x = + n, y=: — z oder 
x = — n, y = + z. 

3. Wenn endlich die Gleichung a x + b y = c auf- 
zulösen ist, folgt, abgesehen vom Vorzeichen, x = nc, 
y = zc. 

b 

4. Ist a > b, so verwandelt man — in einen Ketten- 



a 



bruch und verfährt ebenso. 
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§ 11* Zwei Gleichungren mit drei Unbekannten. 

1. Es seien z. B. die Gleichungen 
ax + by + cz = d und a^ x + bj y + c^ z = dj 
gegeben. Man kann aus diesen eine Unbekannte aus- 
scheiden und erhält dadurch eine Gleichung des ersten 
Grades, die nur noch zwei Unbekannte enthält. Scheidet 
man etwa z aus, und findet x = o + a^ k, y = ß-{- ß^k, 
so setzt man diese Werte in die eine der gegebenen 
Gleichungen ein und erhält dadurch eine neue Gleichung 
zwischen k und z. Diese nach k und z aufgelöst, giebt 
die Lösung. 

2. Beispiel. 

4x+3y + 2z = 16, 5x+6y+7z = 38. 

y elimiert, giebt 3x — 3z = — 6 oder x — z = — 2. 
Hieraus durch Erraten x = 0, z = 2 oder allgemein 
X = k, z = 2 + k. Setzt man diese "Werte in die erste 
gegebene iGl^leichung ein, so findet man: 6k + 3y = 12 
oder 2k + y = 4, k = l + u, y = 2 — 2u, und hieraus 
x = l+u, z = 3 + u. 

Giebt man u alle möglichen ganzen Werte, so er- 
hält man z. B.: 



k = 


— 3 


— 2 


— 1 





1 


2 


3 


4 


5 


6 

7 


X — 


— 2 


— 1 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


y = 


8 


6 


4 


2 





— 2 


— 4 


— 6 


— 8 


—10 


z — 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 



Sollen X, y und z positiv sein, so giebt es nur die 
Wertegruppen, die zu u = — ^1, u = und u = 1 ge- 
hören. 
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§ 12. Eine Gleichung des ersten Grades mit drei 
Unbekannten. ax + by + cz = d. 

1. Soll eine solche aufgelöst werden^ so dürfen auch 
in dieser die Werte a, b, c keinen gemeinschaftlichen 
Teiler besitzen, der nicht auch in d enthalten ist. Die 
Lösung selbst enthält in den Ausdrücken für x, y und 
z zwei Unbestimmte. Ein Beispiel wird auch hier den 
Gang der Lösung am besten zeigen. 

5x + 9y — 2z = 17, 

5p = 2 + 2z~4y, 

2z + 2 — 5p , 2 + 2z — p 

y= 4 = — p+ 1 = — p + q» 

4q = 2 + 2z — p, z=:2q— 1 + ^, p = 2r, 

z = 2q + r — 1, y = q — 2r, x = 4r — q+3. 

Hierbei sind r und q beliebige ganze Zahlen. Setzt 
man z. B. q = 1, r = 2, so erhält man x = 10, y = — 3, 
z = 3. 

2. Sollen nur ganze positive Werte für die Un- 
bekannten bestimmt werden^ so bedarf dies beinahe 
immer einer besondern Untersuchung. Wählen wir zu- 
nächst q negativ, so müsste^ damit y positiv ist^ auch 
r negativ sein. Für q = gehen die Wurzeln über in 
X = 4 r + 3, y = — 2 r, z = r — 1, d. h. es müsste auch 
r wieder negativ sein, da sonst y negativ würde, q kann 
also nicht negativ und auch nicht = sein. In beiden 
Fällen wäre aber dann z negativ. Ist dagegen q > 0, 
so giebt es für jeden Wert q immer ganze positive 
Werte für die Unbekannten x, y und z, die die Glei- 
chung befriedigen. So haben wir z. B. für q = 2, 
für X, y und z die Werte x = 4r+l, y = 2 — 2r, 
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z ^ 3 + r, es muss dann also r = + 1 sein, damit die 
drei Werte der Unbekannten positiv sind. Für die 
Wurzeln selbst erhalten wir z. B. so die Wertegruppen : 



q-^ 


1 


2 


2 


3 


3 


4 


4 


5 


5 


6 


6 


6 


7 


7 


r 








1 





1 


1 


2 


1 


2 


1 


2 


3 


1 


2 


X 


2 


1 


5 





4 


3 


7 


2 


6 


1 


5 


3 





4 


y + 


1 


2 





3 


1 


2 





3 


1 


4 


2 





5 


3 


z — 


1 


3 


4 


5 


6 


8 


9 


10 


11 


12 13 14 13 11 



Diophantische Gleichungen des zweiten Grades. 

§ 13. Die Gleichung ax* + bxy + cx + dy + e = 0. 

1. Ist irgend eine Gleichung des zweiten Grades 
mit zwei Unbekannten x und y gegeben, so kann man 
im allgemeinen kein Verfahren angeben, das sich auf 
alle möglichen Fälle erstreckt. Es müssen vielmehr in 
der allgemeinen Gleichung gewisse Koeffizienten Qua- 
drate oder aber gleich Null sein. Oft gelingt es aus 
einzelnen Wurzeln, die man durch Erraten gefunden 
hat, eine allgemeine Lösung aufzustellen. Vielfach sind 
überhaupt keine ganzzahligen Lösungen möglich und 
man hat dann wenigstens die rationalen Wurzeln der 
Gleichung zu bestimmen. 

2. Die obige Gleichung lässt sich noch auf eine 
einfache Art auflösen. Doch wird auch hier ein Bei- 
spiel den Gang der Lösung am besten zeigen. 

Es sei z.B. 3 x^ + 2 x y + 3 x + 5 y = 80 aufzu- 
lösen. Wir erhalten zunächst 4- y = 2^ ;—? • 

' «^ 2x + 5 

Damit die Division bis auf einen E.est, der eine ganze 



Rationale pythagor. Dreiecke. 
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Zahl ist, aufgeht; multiplizieren wir mit 4 (dem Qua- 
drate des Koeffizienten von xy) und erhalten: 

_12x'' — 12X+320 ^ , ^ , 275 

4y= 2X+5 —-^^+^ + 21+5; 

Die linke Seite der letzten Gleichung wird, wenn nicht 
2x4-5 einen Teiler von 4 enthält, was in dem ge- 
wählten Beispiel an und für sich unmöglich ist, not- 
wendig durch 4 teilbar sein, da man ja mit dieser Zahl 
multiplizierte. Es wird also genügen, wenn man x so 

275 
wählt, dass ^ — -j^ eine ganze Zahl ist, es wird dann 

y Yon selbst eine solche sein. Der Bruch wird aber 
eine ganze Zahl, sobald 2 x + 5 einem Teiler von 275 
gleich kommt. Dies gi^bt nun die vollständige Auf- 
lösung; die durch die folgende Tabelle ausgedrückt ist. 



2X + 5 — 


+ 1 


— 1 


-fö 


— 5 


11 


— 11 


26 


— 25 


55 


— 56 


276 


—275 


Xac= 


— 2 


3 





— 5 


3 


8 


10 


15 


+ 25 


— 30 


135 


—140 


y — 


74 


— 62 


16 


— 4 


4 


+ 8 


25 


22 


— 34 


46 


—200 


212 



x = + 3, y = + 4 sind also die einzigen ganzzahligen 
positiven "Wurzeln von x und y. 



§ 14. Rationale pythagor. Dreiecke. x" + y" = z". 

Es ist x' = z* — y' = (z + y) (z — y). Setzt man 

m n . ^ m^ + n* 
— .X, z — y = — , X, so ist z = -t: X, 



z + y = 



m' 



n 

n^ 



m 



2 m. n 



V = -r . Hieraus erhält man die ffanzzahligen Lö- 

^ 2m .n OD 

sungen x = 2 m n, y = m* — n*, z = m* + n'. 

Solche rationale ganzzahligen Wurzeln der Glei- 
chung X* + y' = z' sind z. B. gegeben durch : 
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Diophantische Gleichangen. 



m — 


1 


1 


1 


1 


1 


2 


2 


2 


3 


n 


2 


4 


6 


8 


10 


3 


5 


7 


4 


X -^ 


4 


8 


12 


16 


20 


12 20 


28 


24 


y — 


3 


15 35 63 99 


5 


19 45 


7 


z 


5 


17 37 65 101 13 29 53 25 



Wir haben hierbei m und n nicht beide ungerade 
oder gerade und relativ prim angenommen. Aus jeder 
Lösung gehen deren unzählige hervor (durch Multipli- 
kation mit einer beliebigen ganzen Zahl). Irgend drei 
Wurzeln x, y, z der obigen Gleichung können als Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefasst werden. 

§ 15. Auflösung der allgemeinen Gleichung des zweiten 
Grades Ax« + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 0. 

1. Wir erhalten 

y=(-Bx-2 E+V(B*-AC)x»+ 2(BE-CD)x +E' -CA) : C. 
Bezeichnen wir den Ausdruck unter der Wurzel mit 
ax* + 2 b X + c, so ist die Aufgabe der Gleichung durch 
rationale Werte von x und y zu lösen, zurückgeführt 
auf die Aufgabe ax* + 2bx-|-c zu einem vollständigen 
Quadrate zu machen. Dies ist im allgemeinen nur unter 
ganz bestimmten Voraussetzungen möglich. Wir werden 
hiervon die wichtigsten Fälle behandeln. 

2. Sei z. B. a = a' (oder c = ß^). Setzen wir 
ax' + 2bx4- c = (ax + u)*= a'x' + 2aux + u' oder 

2bx + c = 2aux + u', x = (u*— c) : 2(b — au). 
Hierbei ist u irgend eine rationale Zahl. Ist o = ß^f 

so setzen wir für x den Wert — und verfahren ebenso. 

X 
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u* — 11 
Beispiel. z* = 4x'+ 10x+ 11, x=:-^r7= — ^r-.. 
^ 2(5— 2u) 

5 7 

Für u = 4 wird z. B. x = ^, z = + -^. 

D — o 

3. Sind die Wurzeln der Q-leichung ax'+2bx+c=0 
rationale Zahlen ; d. h. ist b^ — a c ein y ollständiges 
Quadrat, so setzen wir ax*-l-2bx4-c = (d + ex) (f + gx). 
Hierbei müssen d und e relativ prim sein. Es ist 
dann f + gx = u* (d + e x) oder 

ax*4-2bx+c = u*(d + ex)^ alsox = — 5 . 

^ ' -^ ' eu'' — g 

Beispiel. z» = 8x*+22x+15=(2x+3)(4x+5), 

a=8, b = ll, c=15, d = 3, e = 2, f = 5, g = 4, 
5 3u« 

X = ^^—2 T. Hieraus für u= 1 z. B. x= — 1, z = + 1. 

2u — 4 ' — 

4. Sei ferner ax' + 2bx + c = p* + qr. Setzen 
wir p^ + q r = (p + qu)*, so wird r = 2 p u + q u*. Ist 
hierbei ]^ = ax-{- ß, r = yx + <J und setzen wir diese 
"Werte in letztere Gleichungen^ so erhalten wir: 

yx + (J = 2u(ax + /?) + qu*. 
Hieraus folgt x = (qu* + 2 /? u — <J) : (y — 2 a u). 

Beispiel. x'» + 4x + 7 = (x+ l)» + 2(x+3). 
a = l, ß=l, y = l, (J = 3, q = 2 giebt für u = l, 

x = — 1, z = + 2. 

5. Setzt man in ax*4-2bx+o für x den Wert 

— , so geht die Gleichung über in z*=ax'+2bxy+cy*, 

•7 

wenn wir für (z y) z setzen und unsere Aufgabe lautet 
jetzt, es soll diese letztere Gleichung in ganzen Zahlen 
aufgelöst werden. 

§ 16. Die Pellsche Gleichung x» — ay» = l. 

1. Kennt man yon dieser Gleichung ein Paar von 
Wurzeln x und y, so ist es möglich, deren unendlich 
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viele andere Paare anzugeben. Die Bestimmung des 
ersten Paares von Wurzeln selbst gehört nicht hierher 
und es sei nur vorausgesetzt, dass durch Erraten etwa 
ein Paar solcher Wurzeln gefunden worden sei; etwa 
x = a, y = ß. 

2. Setzt man zunächst voraus, es sei noch ein zwei- 
tes Paar dieser Wurzeln x = a^ , J = ß^ bekannt. Dann 
ist a* — ai9' = aj'— a/?j* = l. Aus 

(a + /? f^ (a, + /? . yä) =.{aa^ + a^/jj 4. («^^ + «^ ß)yli 
folgen aber dann die weitern Wurzeln -x.^aa^ -{- Aßß^y 
j=zaß^-]- a^ß, denn setzt man diese Werte in die 
Gleichung x* — a y ' = 1 ein, so erhält man 
{aa,+ai?/?,)«-(a/?, + a,/?)»a = («*-a/?«)(«/-a^,«)=l. 
Das Gleiche ist der Fall, wenn wir irgend ein Vor- 
zeichen der a oder ß ändern, es ist also auch 

iL = aa^—ßß^&,y = aß^^a^ß 
ein Wurzelpaar der Gleichung. 

3. Setzt man 0=^0^, ß = ß^^ so folgt daraus^ dass 
wenn man (a + ßf&) quadriert, man einen Ausdruck 
p + qVli erhalten wird, in dem x==p, y = q Wurzeln 
der Gleichung sind. Was für Quadrate gilt, gilt auch 
für die dritte Potenz^ was aus der Multiplikation von 

p -|- q /a mit a-jr ßfä, sofort folgt und überhaupt für 
jede ganze Potenz von a + i^^a. 

4. Beispiel: x* — 2y* = l. Es sei durch Er- 
raten oder sonst wie gefunden x = 3, y = 2. 

(3 + 2f2)' = 17+12VT, {d + 2f2)^ = 99 + 10^Y, 
(3 + 2/2)*=677 + 408/2 giebt z. B. 
x,=:17,y, = 12; x,=99, y2 = 70; X3=577, y3=408 etc. 



II. Abschnitt. 

Kombinationslelire. Wahrscheinlichkeits- 

rechnuiig 

m. Kapitel. 

Kombinationslelire. 

§ 17« Aufgabe der Kombinationslehre. Elemente. 

Omppen. Einteilnngr. 

1. Die Kombinationslehre behandelt die Gesetze, nach 
denen eine gewisse Anzahl von Einzeldingen oder Grössen 
ohne Rücksicht auf ihre Beschaffenheit sich zusammen- 
setzen lassen. Diese Einzeldinge führen die Bezeich- 
nung Elemente und werden durch Ordnungszahlen 
(Buchstaben oder Ziffern) bezeichnet. 

2. Mehrere zusammengestellte Elemente bilden eine 
Gruppe oder eine Komplexion. So ist abc eine 
solche aus den Elementen a, b und c ; ebenso 4132 von 
1, 2, 3, 4. 

3. Die Kombinationen selbst zerfallen wieder in 
Permutationen, Kombinationen im engern 
Sinne und Variationen. 

Permutationen. 

§ 18. Bildung und Anzahl der Permutationen ans lauter 

Yerschiedenen Elementen. 
1.2.3.4 = 41 1.2.3...n=:n! P(n) = nJ 

1. Eine Anzahl Elemente permutieren oder 
umstellen heisst, dieselben in alle möglichen Beihen- 
folgen bringen. So sind die Permutationen von 
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a^b, c: abc acb bac bca cab cba 

1, 2, 3; 4: 1234 2134 3124 4123 

1243 2143 3142 4132 

1324 2314 3214 4213 

1342 2341 3241 4231 

1423 2413 3412 4312 

1432 2431 3421 4321. 

2. Alle Permutationen, die mit demselben Buch- 
staben beginnen, bilden eine Ordnung, die mit 2 oder 
3 oder mehreren gleichen Elementen beginnen, eine 
Unterordnung. Folgen in einer Permutation die 
Elemente nicht in ihrer natürlichen E«eihenfolge , so 
bilden sie eine Inversion. So enthält 2413 die In- 
versionen 21, 41. 43. Die Anzahl aller möglichen Per- 
mutationen aus n Elementen wird mit P (n) bezeichnet. 

3. Um die Permutationen der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 
zu erhalten, gehen wir aus von den Permutationen der 
Elemente 1, 2; 3, 4 und setzen das Element 5 sowohl 
vor als nach den einzelnen Permutationen, sowie auch 
zwischen je zwei Elemente jeder Permutation von 1, 2, 
3, 4. So erhalten wir z. B. aus 3214 die Permutationen: 

53214 35214 32514 32154 32145. 

4. Als Anzahlen der möglichen Permutationen er- 
giebt sich hieraus sofort: 

P(0) = 1 = 1! P(4) = 4.P(3) = 1.2.3.4=4! 

P(2) = 1.2 = 2! P(5) = 5.P(4) = 1.2.3.4.5 = 5! 
P(3) = 1.2.3=3! P(6) = 6.P(5)=1.2.3.4.5.6 = 6I 

P(n) = 1.2.3.4.5...n = n! 

Das abgekürzte Produkt n! wird nFakultät 

gelesen. 
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§ 19. Permatationen ans teilweise gleichen Elementen« 

Um die Anzahl der Permutationen aus Elementen 
zu bilden, die nicht alle verschieden sind, z. B. aus 
1, 1, 1, 2, 3, 4 versehen wir die gleichen Elemente zu- 
nächst mit Indices 1, 2, 3 und denken uns jetzt aus 
Ij, 1,, lg, 2, 3, 4 die Permutationen gebildet. Deren 
Anzahl ist 6 ! Greifen wir unter diesen Permutationen 
irgend eine heraus, etwa 1^ 4 3 1^ 5 13, so sind unter den 
übrigen noch fünf andere, 1^ 4 3 Ij 5 1,, 1^ 4 3 lg 5 1,, 
l,43-l3 51i, l3431i51a und I343I25I1, die sich von 
der ersten nur durch die Stellung der Indices unter- 
scheiden, oder sehen wir von diesen Indices wieder ab, 
so sind unter den 6! Permutationen je 3! unter sich 
gleich. Die Zahl 6! ist also durch 3! zu dividieren 
und wir erhalten, wenn wir die Anzahl der möglichen 
Permutationen der obigen Elemente mit P^(6) bezeich- 

6! 
nen P'(6) = -kj- und allgemein, wenn unter n Elementen 

n! 
a gleiche sind P'(n) = — j-. Sind noch ß andere Ele- 
mente und ebenso / weitere Elemente je unter sich 

n! 
gleich, Bö folgt ganz ebenso allgemein P'(n) = -j-z—^- 

§ 20. Permntationen in lexikogrraphisclier Anordnung. 

1. Sind die Elemente Buchstaben und sind die Per- 
mutationen wie die Wörter eines Lexikons (oder wenn 
die Elemente Zahlen sind ihrem Werte nach) geordnet, 
so heisst die Anordnung lexikographisch. 

2. IJm die Permutationen in dieser Anordnung zu 
bilden, können wir von der Permutation 12345 (z. B. 
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bei fünf Elementen) ausgeben und dieselbe von recbts 
nach links durchlaufen, bis wir auf zwei Elemente 
stossen, die nicht in Inversion stehen. Dies sind hier 
die Elemente 4 und 5. 5 setzen wir an Stelle von 4 
und erhalten so 12 354. Verfahren wir hier ebenso, 
so erhalten wir als erstes Paar von Elementen, die nicht 
in Inversion stehen, 34. An Stelle von 3 setzen wir 
4 und lassen die übrigen durchlaufenen Elemente in 
ihrer natürlichen Sioihe folgen, erhalten also 12435. 
Hieraus finden wir 1245 3, dann 12534 etc. Dieses 
Bildungsgesetz gilt auch für den Fall, dass die Ele- 
mente teilweise gleich sind. 



§ 21. Bildung einer bestimmten Permntation in 
lexikographischer Anordnung. 

1. Beispiel. Die 329. Permutation von 1, 2,3, 
4; 5, 6 zu bilden. 

329 





Zahl der vorangehenden 


Voran- 






Elemente 


Permutationen 
In den Ordnungen 


gehende 
Ordnungen 


Element 


Rest 


123456 


329:5! (120) 


2 


3 


89 


12456 


89 : 4 ! (24) 


3 


5 


17 


1246 


17:31 (6) 


2 


4 


5 


126 


5:2! (2) 


2 


6 


1 


12 


1:11 (1) 





1 


1 


2 


1:0! (1) 





2 


1 



Die 329. Permutation ist 354612. 

Wir finden zunächst, dass die gesuchte Permutation 
in der dritten Ordnung zu suchen ist, indem jede Ord- 
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nung 5 ! oder 120 Permutationen enthält und 120 zwei- 
mal in 329 enthalten ist. Das erste Element ist also 3. 
Unsere Aufgabe ist jetzt die, von den Permutationen 
der Elemente 1, 2, 4, 5, 6 die 89. zu suchen. Von 
dieser erhalten wir wieder als erstes Element 5 u. s. w. 
Führt die Division auf eine ganze Zahl ohne Rest, so 
ist die nächst kleinere Zahl zu nehmen. 

2. Beispiel. Die 367. Permutation von abbbccd 
zu bestimmen. 









367 


Elemente 


Zahl der Permutationen 
in den Ordnungen 


Hiervon gehen 

Permutationen 

voran 


i 


et- 


abbbccd 


60+180+120+60 


60+180+120-360 


d 




abbbcc 


10+30 + 20 





a 




bbbcc 


6 + 4 


6 


c 




bbbc 


3+1 





b 




bbc 


2 + 1 





b 




bc 


1 + 1 





b 





Die 367. Permutation ist dach bbc. 

Es gilt hier gleichfalls das bei Beispiel 1 Bemerkte, 
nur enthalten die einzelnen Ordnungen nicht mehr gleich 
viel Permutationen, 



§ 22. Bestimmnngr der Stellung: einer Permutation in 
lexikographischer Anordnung*, 

1. Beispiel. Zu bestimmen die wievielte Per- 
mutation dafbec von abcdef ist. 



Sporer, Niedere Analysis. 



8 
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dafbec 



Elemente 


Element 


Voran- 
gehende 
Elemente 


Vorangehende 
Permutationen 


abcdef 

abcef 

bcef 

bce 

ce 

c 


d 
a 
f 
b 
e 
c 


3 

3 

1 



3.5! — 360 
0.4!- 
3.3!— 18 
0.2!- 
1 . 1!— 1 
0.0!— 








zusammen 379. 



dafbec ist die 380. Permutation von abcdef. 
(Es gehen ihr voran 379.) 

2. Beispiel. Die Stellung der Fermutation 321421 
von 112234 zu bestimmen. 

321421 



Elemente 


Element 


Zahl der Permutationen 
in den Ordnungen 


Hiervon gehen 
voran 


112234 


3 


60+60 + 30 + 30 


60 + 60-120 


11224 


2 


12+12+6 


12 - 12 


1124 


1 


6 + 3 + 3 


- 


124 


4 


2 + 2 + 2 


2 + 2 - 4 


12 


2 


1 + 1 


1 — 1 


1 


1 


1 


- 








zusammen 137. 



321421 ist also die 138. Permutation von 112234. 

Das angewandte Schema bedarf in beiden Fällen 
kaum einer Erklärung. Bei einiger Uebung kann das- 
selbe bedeutend verkürzt werden. 
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Sollen von irgend einem Wort, z. B, amor die 
Permutationen bestimmt werden, so ersetzt man am ein- 
fachsten jeden Buchstaben des Wortes durch eine Ziffer, 
also a durch 1, m durch 2, o durch 3, r durch 4 und löst 
die betreffende Aufgabe an den Ziffern 1, 2, 3, 4 und 
ersetzt diese am Schlüsse wieder durch die entsprechen- 
den Buchstaben. 

Kombinationen und Variationen. 

§ 23. Kombinationen ohne Wiederholung. 

^P . _ n . (n — 1) (n — 2) . . . (n — p + l) _ /n\ 
t W _ _________ _ y^^y 

1. Kombinieren oder Zusammenstellen 
heisst, eine bestimmte Anzahl p von gegebenen n Ele- 
menten, ohne Rücksicht auf die Beihenf olgB, 
zu verbinden. Die Kombinationen aus p Elementen 
bilden hiebei die pte Klasse und ihre Anzahl be- 
zeichnet man durch CP(n). So sind für die Elemente 
a, b, c, d die Kombinationen der 

1. Klasse (Unionen): a, b^ c, d, 

2. Klasse (Amben): ab ac ad bc bd cd^ 

3. Klasse (Temen): abc abd acd bcd, 

4. Klasse (Quaterne): ab cd. 

2. Um die Anzahl der Kombinationen z. B. aus 
sechs Elementen zu bestimmen, geht man von den Uni- 
onen, also den Kombinationen der ersten Klasse, etwa 
1, 2) 3, 4, 5, 6 aus. Jede dieser Kombinationen ver- 
bindet man mit den übrigen fünf Elementen und erhält 
daraus 6 . 5 := 30 Gruppen zu je zwei Elementen. Ver- 
bindet man auch hier jede Gruppe mit jedem der vier 
fehlenden Elemente, so ergeben sich 6.5.4 Gruppen zu 
drei Elementen, ebenso 6.5.4.3 Gruppen zu vier 
Elementen u. s. w. Alle diese Gruppen treten aber in 
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ihren sämtlichen Fermutationen auf, d. h. man erhält 
die betreffende Kombinationszahl, indem man durch die 
entsprechenden Permutationszahlen die obigen Zahlen 
dividiert. Man findet also: 

C.(6) = | = (5) = 6 C.(6)=ftFI=©-l^ 

A ll„»,r,«;„ J.t rPf„\ ("^ • (n-l)(n-2)...(n-p+l _/n\ 
Allgemein ist Cp(ii)= 1.2.3. ..p -ipj- 

Der abgekürzte Quotient f j wird n über 
p gelesen. 

§ 24. Kombinationen mit Wiederholung« 

Darf bei der Bildung einer Kombination ein Ele- 
ment mehr als einmal verwandt werden, so entstehen 
die Kombinationen mit Wiederholung. Die aus der 
dritten Klasse aus den Elementen 1234 sind so z. B. : 
111 112 113 114 122 123 124 133 134 144 
222 223 224 233 234 244 
333 334 344 
444 

Addiert man zu den Ziffern dieser Kombinationen 
die Ziffern 0^ 1, 2, so gehen dieselben über in die Kom- 
binationen dritter Klasse ohne Wiederholung aus 6 Ele- 
menten, nämlich in: 
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123 124 125 126 134 135 136 145 146 156 
234 235 
345 346 
456 

Die Anzahl der Kombinationen der dritten Klasse 
mit Wiederholung aus 4 Elementen ist also 





Variationen. 


125 


126 134 135 


236 


245 246 256 


356 





(ni-(i)-»- 



Ganz ebenso erhält man aus den Kombinationen 
mit Wiederholung der pten Klasse durch Addition der 
Ziffern 0, 1, 2 . . ., p — 1 zu den einzelnen Elementen 
derselben die Kombinationen der pten Klasse ohne Wieder- 
holung aus (n + p — 1) Elementen. Die Anzahl der 
Kombinationen pter Klasse mit Wiederholung aus n Ele- 
menten ist also ^CP(n) = [^ + P "" ^ 

§ 25. Yariationen. 

vV)==n.(n — l)(n — 2)...(n— p+l)und V(n) = n^ 

1. Bildet man aus den einzelnen Kombinationen 
sämtliche Permutationen, so entstehen die Yariationen. 
Unter diesen unterscheiden wir wieder zwischen Va- 
riationen ohne Wiederholung und Variationen mit 
Wiederholung. 

2. Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung 
ergiebt sich sofort aus der Anzahl der Kombinationen 
ohne Wiederholung, es ist die Anzahl der Variationen 
pter Klasse aus n Elementen 

V(n)P = n.(n-l)(n-2)(n-3)...(n-p + l)=-^. 

3. Um die Anzahl der Variationen mit Wieder- 
holung zu erhalten^ geht man von den Variationen der 
ersten Klasse aus. Deren Anzahl ist n. Jede dieser 
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Variationen verbindet man mit jedem der n Elemente 
und erhält dadurch die Variationen der zweiten Klasse^ 
deren Anzahl = n' ist. 

Jede dieser Variationen verbindet man mit jedem 
der n Elemente und erhält dadurch die Anzahl der Va- 
riationen der 3. Klasse = n'. Ebenso findet man ganz 
allgemein ^VP(n) = n^. 



§ 26« Eigenschaften des Binomialkoefflzienten. 

1. Es ist: 

(a + b)" 

=Ä+il)a •*> + l2)** ^"'"(s)'* b ...+b . 

(Vergl. Sammlung Göschen, Algebra, § 30.) 

Die Kombinationszahlen sind also nichts anderes 
als Binom ial-Koefiizienten. 

Führen wir für a" und b" noch die Koeffizienten j j 

und ( ^ 1 ein , so erhalten wir, wenn ( ) = ( ) = 1 ge- 
setzt wird: 

(.+b)"=Q..-+(j).-'b+(;).'-^'+...+(;).b-, 

2. Setzen wir a = b=:l, so erhalten wir: 

2" = G) + (?) + (2) + ft) + - + (n-l) + ft)- 

3. Setzen wir dagegen a = 1, b = — 1, so wird : 

«=ffl-©+(5)-(8°)+-±(.-.)+ö- 



Eigenschaften des Binomialkoeffizienten. 
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4. Es ist 

^n + lV (n + l)n.(n~l)...(n-p4-2) 
p/ 1.2.3...p 

n(n~l)...(n — p+ 1) n(n— l)(n — 2) . (n — p + 2) 
p! + (p~l)l 



(■ 






— 2 
P 
Hieraus durch Addition: 



(■■+')=U.)+(;=!)+(;if)+...+(5=J). 

5. Aus (l+x)"=l + ft)x+(«)x' + ... + Hx 



8-3 



+ ...+ 




folgt durch Multiplikation: 



-('+(?)-+©'••■•)( 



ß 1 (ß\j-^M(^J-^ 



»'^ + 



+ 



+ 



• • • !• 



Setzen wir in diesen beiden Ausdrücken die KoeiSi- 
zienten der Potenzen von x einander gleich^ so erhalten 
wir z. B.: 



{°y, 



)='+(")(9+0®+ 

(a < ß). Hieraus : 




+ ...+ 



iCc nai 



«= 




2 



' + 11 +V2 



-'+(?)•+ 





2 



1 
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(<^+ß\Ua\(ß\Ja\( ß \ (a\( ß \ (a\ ß\ 



IV. Kapitel. 

Wahrscheiulichkeitsrechnung. 

§ 27. Absolate Wahrscheinlichkeit. 

a 
1T = — • 

n 

1. Sind unter n unter sich gleich möglichen 
Fällen a solch e^ die dem Eintreffen eines Ereignisses 
günstig sind, während die übrigen es nicht sind, so 

a 

heisst der Bruch w = — die absolute Wahr sehe in- 

n 

lichkeit des Eintreffens des Ereignisses, 1 — w = w^ 

dagegen die (absolute) Unwahrscheinlichkeit 

hiefür. 

2. Die absolute Wahrscheinlichkeit ist also stets 
ein echter Bruch. Ist die Wahrscheinlichkeit =1, so 
ist das Eintreffen des Ereignisses gewiss, ist sie zwischen 

— und 1, so sagt man, das Ereignis treffe wahrschein- 
lieh ein ; für w = -^ ist das Eintreffen zweifelhaft, für 

w < -^ und > unwahrscheinlich und für w = end- 

lieh unmöglich. 

3. Es ist hiebei jedoch stets darauf zu achten, dass 
alle einzelnen Fälle gleich möglich sind. 
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also nicht irgend welche Ursachen das Eintreffen oder 
Nichteintreffen eines einzelnen möglichen Falles be- 
günstigen oder nicht. 

4. Beispiel. 8ind in einem Behälter 3 rote und 
5 schwarze Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine 

3 
rote Kugel zu ziehen, — ^ die, eine schwarze Kugel zu 

ziehen, dagegen-^. 

o 

5. Sind unter n gleichen Fällen a^ dem Eintreffen 
des Ereignisses E^, a^ dem von E^, a^ dem von Eg u. s. w. 
günstig, so ist die Wafirscheinlichkeit, dass wenigstens 
eines dieser Ereignisse eintreffe, 

«1 + «9 H~ ^a + • • • f I , • 

w^ n = w, +w, + W3+..., 

wobei Wj, Wj, Wg + . . . die Wahrscheinlichkeiten für das 
Eintreffen der einzelnen Ereignisse E^, Eg, Eg... sind. 

6. Sind so in einer Urne 4 rote, 5 schwarze und 
7 weisse Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine 

4 1.. 

rote Kugel zu ziehen -^^ = -j-, die eine schwarze zu 

5 

ziehen ^777. Die Wahrscheinlichkeit , eine rote oder 
lo 

schwarze zu ziehen, ist also t7^ + Vn = tb» 

lo lo lo 

Anmerkung. Es ist hiebei jedoch nicht so zu 
verstehen, dass, wenn wie im ersten Beispiel die Wahr- 

3 

scheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen, -^ ist, dass 

o 

dann unter acht Ziehungen sicher drei rote 
Kugeln zum Vorschein kommen müssten, sondern viel- 
mehr, dass, je grösser die Zahl der Ziehungen, die statt- 
finden, man umsomehr berechtigt ist, anzunehmen, dass 
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3 
die Zahl der gezogenen roten Kugeln — aller gezoge- 
nen Kugeln ist. 



§ 28. Relative Wahrscheinlichkeit. 

w = p • 

1. Sind Wj und w^ die Wahrscheinlichkeiten für 
das Eintreffen der Ereignisse E^ und E,, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass das 6rste Ereignis und nicht 

w 

das zweite eintreffe, r . Hier ist die Zahl der 

w, + Wg 

dem Eintreffen von E^ günstigen Fällen ctj, die dem 
Eintreffen von E^ günstigen Fällen a^. Unter den 
a^ -f- a^ Fällen, die in Betracht kommen, sind also a^ 
günstige, oder wir haben als Wahrscheinlichkeit, dass 
eher das Ereignis E^ als das Ereignis E, eintreffe, 

a 

a. n W- 

w= — — 



«1 + S «II «2 Wj + w/ 

n n 



Hiemit ist aber keineswegs gesagt, dass, wenn das erste 
Ereignis nicht eintrifft, dass dann das zweite ein- 
treffen muss. 

2. Ebenso erhalten wir als relative Wahr- 
scheinlichkeit, dass entweder das Ereignis E^ oder 
Ej nicht aber das Ereignis E3 eintreffe, 

_ ^1 + w« 



w 



Wi + Wjj + W3 • 
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§ 29« Wahrscheinlichkeit, dass zwei Ereignisse zngrleich 

eintreffen, 

w = Wi . Wa ; w = \ X J * ^^^ • ^^^* 

a a 

1. Sind w, =r ^- und w„ =— ^ die absoluten Wahr- 

. . . °i . °2 

scheinlicbkeiten für das Eintreffen der Ereignisse E^ 

und Ej, so kann einer der ersten n^ Fälle mit einem 

der zweiten n^ Fälle zugleich eintreffen , die Zahl der 

möglichen Fälle ist also n^ . n^. Das Ereignis E^ kann 

aber unter den n, n^ möglichen Fällen a^ a^ zugleich mit 

dem Ereignis E^ eintreffen, d. h. die Wahrscheinlichkeit, 

dass diese beiden Ereignisse zugleich eintreffen^ ist 

_ «i'«a _ 

W^ — — W^, • W^o • 

2. In einer Urne seien z. B. 5 rote und 6 schwarze 

Kugeln, in einer zweiten dagegen 7 rote und 2 schwarze 

Kugeln. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist, dass wenn 

man aus beiden Urnen eine Kugel zieht, man 

5 7 35 
2 rote Kugeln zieht == JJ • "ö" = 99» 

aus der ersten Urne eine rote aus der zweiten eine 
schwarze 5 2 10 

n • T "^ 99' 
aus der ersten eine schwarze, aus der zweiten eine rote 

11 • 9 "" 99' 

«1- TT 1 6 2 12 

2 schwarze Kugeln 7-7 . -77- ~ 7^* 

11 3 uu 

3. Die Wahrscheinlichkeit, dass drei Ereignisse 
zugleich eintreffen, ist ebenso w = w^ w^ Wj. 

4. Werden dagegen aus einer Urne zugleich zwei 
Kugeln gezogen, und sind darunter 6 (a) rote, 5 (b) 
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schwarze und 4 (c) weisse, so ist die Wahrscheinlichkeit, 

eine rote und eine schwarze Kugel zu ziehen, nicht 

6 4 

-ZT , -IT. Wir haben hier die Zahl der möfflichen Fälle 
15 15 ° 

gleich der Zahl der Kombinationen der Kugeln zu 

i, also gleich {^^ = 105, allg. (* "^ g "^ "^X Eine 

rote Kugel lässt sich mit einer schwarzen Kugel auf 
6 . 4, allgemein a . b Arten kombinieren und wir er- 
halten also als Zahl der günstigsten Fälle 24 resp. ab. 
Die Wahrscheinlichkeit, zugleich eine rote und eine 
schwarze Kugel zu ziehen, ist also jetzt 

ab 24 8 



zweien, 



w = 



+ b + c\ 105 35* 



/a + b + c\ 



5. Sind ebenso Wj und w^ die Wahrscheinlichkeiten, 
dass zwei Ereignisse A und B eintreten, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass A und B nacheinander ein- 
treffen, und zwar A xmal, B ymal und zwar in be- 
stimmter Reihenfolge, w^Wj^.w^^'. Ist die Reihen- 
folge für das Eintreffen der Ereignisse A und B hiebei 
willkürlich, so haben wir die Permutationen aus x Ele- 
menten 1 und aus y Elementen 2 zu bilden, die die 
Reihenfolge des Eintreffens beider Ereignisse andeuten. 
Die Zahl dieser Permutationen ist aber 

x!y! 

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter x + y Fällen 
X mal das Ereignis A und y mal das Ereignis B in ganz 
beliebiger Reihenfolge eintreffe, ist also 

w = 
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So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, 
in der (bei jeder Ziehung) 12 Kugeln sind, und zwar 
3 weisse^ 4 rote und 5 schwarze, unter drei Ziehungen 
2 rote und eine schwarze zu ziehen 

= (l) • (t) • (12) = 36- 



w 



§ 30. Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis unter einer 
bestimmten Anzahl wenigstens p mal eintrifft. Wieder- 
holter Versncli. 

w=w,»+(»)w.»->w,+ @w.-« w,'+ . . .+(;)w,"-»w,». 

Sind wieder Wj und Wg die Wahrscheinlichkeiten 
für das Eintreffen der Ereignisse A und B, so sind 
die Wahrscheinlichkeiten, dass unter n wiederholten 
Beobachtungen (Versuchen) : 

A nmal eintrifft Wj", 

A (n — 1) mal, B einmal (?)wi°~ Wg, 
A (n — 2) mal, B zweimal (olw^^—Vj*. 



Soll demnach unter n Beobachtungen das Ereignis 
A mindestens n — pmal eintreffen, so ist die Wahrschein- 
lichkeit hiefür 

So ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, in 
der gleichviel schwarze und gleichviel rote Kugeln 
sind unter zwei Zügen mindestens eine rote zu ziehen, 

3 1 

-^. Es ist nämlich hier Wj = Wj = — , n = 2, p = 1. 
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§ 31. Das Wagnis im Spiel. 

1. Wird die Wahrscheinlichkeit auf Glückspiele 
angewandt, so darf ein solches Spiel nicht von 
der persönlichen Geschicklichkeitdes Spie- 
lendenahhängigsein. 

2. Die wichtigste Frage hiebei ist die: Wie viel 
darf der Spielende höchstens wagen, wenn 
er nicht verlieren will und wie gross sind 
die Aussichten mit einem bestimmten Ein- 
satz zu gewinnen. 

3. So können z. B. mit einem Würfelspiel aus zwei 
Würfeln die Zahlen 2 bis 12 geworfen werden. Fragen 
wir, wie sich der Einsatz, der auf eine bestimmte An- 
zahl von Augen gemacht wird^ zu dem auf dieser Zahl 
stehenden Gewinn verhalten muss, wenn beide. Spielender 
und Spielhalter; die gleichen Aussichten haben sollen, 
so ist klar, dass dieses Verhältnis bei verschiedener An- 
zahl von Augen ein verschiedenes ist. Es können mit 
den beiden Würfeln im ganzen 36 Würfe gemacht wer- 
den. Wählen wir z. B. die Zahl 8 Augen, so können 
diese 8 Augen auf fünferlei Arten geworfen werden, 
nämlich auf die Würfe 2 + 6, 3 + 5, 4 + 4, 5 + 3, 
6 + 2. Unter 36 Würfen sind also günstig 5 Würfe, 
ungünstig 31 und es ist also anzunehmen, dass auf 
5 Gewinne 31 Verluste kommen. Sollen also die Aus- 
sichten gleich sein, so muss der Einsatz zum Reinge- 
winne sich verhalten wie 5 : 31, oder der Einsatz zum 
angesetzten Gewinne wie 5 : 36. 

§ 32. Das Würfelspiel. 

1. Von den mannigfaltigen Glücksspielen, wollen 
wir von einem die Einrichtung naher klarlegen. Es sei ein 
Spiel von 6 Würfeln vorhanden. Mit diesen 6 Würfeln 
kann man 6 bis 36 Augen werfen. Die Zahl der mög- 
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liehen Würfe ist 6* = 46656. Um die Zahl der Würfe 
zu bestimmeii, durch die etwa 11 Augen geworfen wer- 
den können, hat man die Zahl der Arten zu bestimmen, 
durch die 11 durch 6 Summanden von 1 bis 6 ausge- 
drückt werden kann. Wir haben einmal die Anordnung 
1_[_1_[_1_|_1^1_|_6 für die Augen der einzelnen 
Würfel. Um aber alle möglichen dieser Würfe zu er- 
halteu; haben wir diese 6 Zahlen noch zu permutieren 
und erhalten dadurch 6 Würfe. Ebenso ist 11 durch 

2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 5 ausgedrückt, was durch Permu- 
tation uns die Zahl 30 ergiebt. Ueberhaupt erhält man 
zur Berechnung der gesuchten Zahl von Würfen: 

6! 
6-fl + l + l-|-l + l Augen auf ty = ^ Arten, 

5 + 2+1 + 1 + 1 + 1 , „ J\=^^ 
4 + 3 + 1 + 1 + 1 + 1 „ „ jj-^SO 

4 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1 „ « 2T3T^^^ 

3 + 3 + 2+1 + 1 + 1 „ „ 37^ = 60 
3 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1 , „ ^ = 60 



w 



n 



w 



n 



3!2! 

2 + 2 + 2 + 2+2+1 „ „ -|j- = 6 

Dies giebt zusammen 252 Würfe mit elf Augen unter 
obigen 46656 Würfen. 

2. Um die einzelnen Zahlen der Würfe von sechs 
Augen zu erhalten, hätte man auch von dem Polynom 
x + x' + x' + x*-|-x^ + x® ausgehen können. Erhebt 
man dieses in die sechste Potenz, so geben die Koeffi- 
zienten der Potenzen von x die Anzahlen der mög- 
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liehen Würfe an^ so sagt das Glied 756 x" z. B., dass 
die Zahl 13 Augen auf 756 Arten geworfen werden 
kann. Es lassen sich hieraus auch für die Anzahl der 
Würfe mit bestimmter Augenzahl Formeln ableiten. 

3. Nach diesem wollen wir die Einrichtung eines 
Spiels mit sechs Würfeln geben und zugleich untersuchen 
wir die Aussichten für den Spieleoden und den Spiel- 
halter sind. 



Zahl der 
Augen 


Gewinne 

auf die 

Angenzahl 


Zahl de 
für die 
Augenz. 

1 


r Würfe 

zu- 
sammen 


Summe der Gewinne, 

die auf die Augenzahl 

fallen 


6 


36 


200.— M. 


2 


400.— Mark 


7 


35 


50.— „ 


6 


12 


600.— „ 


8 


34 


5.-„ 


21 


42 


210.- „ 


9 


33 


3.- „ 


56 


112 


336. 


10 


32 


2.-„ 


126 


252 


504.— „ 


11 


31 


1.-« 


252 


504 


504.— „ 


12 


30 


—.80 „ 


456 


912 


729.60 „ 


13 


29 


-.60 „ 


756 


1512 


907.20 r, 


14 


28 


-.40 „ 


1161 


2322 


928.80 „ 


15 


27 


-.20 „ 


1665 


3330 


666.— „ 


16 
17 


26 
25 




2247 

2856 


4494 
5712 


5785.60 Mark 


18 


24 


CD 


3431 


6862 




19 


23 


CD 


3906 


7812 




20 


22 


P 


4221 


8442 




21 


21 




4334 


4334 





Gesamtzahl der Würfe 46656, Einsatz für den 
Wurf: 20Pf ., Gesamtbetrag des Einsatzes für 46656 Spiele : 
9331.20 M., Gesamtgewinne unter diesen 46656 Würfen: 
5785.60 M., Gewinn des Spielhalters also 3545.60 M. 
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Wir haben hiebei angenommen, dass auf 46656 Würfe 
je einer der möglichen Würfe kommt. Der Vorteil des 
Spielhalters bei allen diesen Spielen ist, dass die grossen 
Zahlen der mittleren Würfe Nieten und also für den 
Spielhalter gewinnbringend sind. Diesen grossen Zahlen 
gegenüber tritt die verhältnismässig kleine Zahl von 
Gewinnnummern vollständig zurück. Die Würfelspiele 
selbst sind meistens für 8 Würfel berechnet, und ist 
dort das Verhältnis zu Gunsten des Spielhalters ein 
noch vorteilhafteres als das oben angenommene. 



S p r e r , Niedere Analysls. 



IIT. Abschnitt. 

Arithmetisclie Reihen höherer Ordnung. 
Figurierte Zahlen. Interpolation. 

V. Kapitel. 

Arithmetisehe Boihen höherer Ordnang. 

§ 33. Entstehung der arithmetischen Reihen. 

Differenzenreihen. 

1. Setzt man in dem Ausdruck 

für X nacheinander die Werte 0^ 1, 2, 3, . . . oder all- 
gemeiner die Glieder einer arithmetischen Reihe der 
ersten Ordnung, so erhält man Werte 

Jo? 7iy 72' ys» y* • • • 

welche eine arithmetischeReihe der nten Ord- 
nung hilden. 

2. Bezeichnet man mit Ajp die Differenz y i ^ — y , 

so hat man 

^ yp = a« ((p + ir-p") + «i C(p + 1)°"*- p"~0 + • • • 

= a'o P°"' + a'. P""*+ a', P""' + • • • +^\-v 
Entwickelt man nämlich die Potenzen von (p -[- 1), 

so verschwindet das Glied mit p". Setzt man anstatt 
p wieder x, so folgt aus der Definition der arithmeti- 
schen Reihen unmittelbar, dass die Reihe der Diffe- 
renzen 
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4yo> ^Jiy ^y»^ ^ys?--- 

eine arithmetische Eeihe der Ordnung (n — 1) bilden. 

3. Bezeichnet man ebenso die Differenzen der auf- 
einanderfolgenden Glieder dieser Beihe mit i*y, so er- 
hält man eine Eeihe der Ordnung (n — 2) 

• 4»yo, A'y„ 4'y„ i'y,, ... 
Fährt mau so fort, so kommt man zuletzt auf eine 
Reihe der ersten Ordnung, deren sämtliche Differenzen 
gleich sind. 

4. Ist die Eeihe z. B. gegeben durch y=2x'-fx*— x-|-l, 
so erhält man daraus die 

Eeihe der 3. Ordn. : 1 3 19 61 141 271 .. . und die 
I. Differenzenreihe: 2 16 42 80 130 .. . 
n. Differenzenreihe : 14 26 38 50 62 . . . 
III. Differenzenreihe: 12 12 12 12... 

5. Allgemein erhält man 

Jo 7i y« ys y4 (arithmetische Eeihe)^ 

Ajo Aji Ay, Ay, (I. Differenzenreihe), 

A'y^j A*yj A'y^ A^yj . . . . (II. Differenzenreihe); 
A'Yo A'y, A'y, (in. Differenzenreihe), 



§ 34, Bildung des allgemeinen Gliedes ans einer Reihe« 

1. Soll umgekehrt aus der Eeihe der Ausdruck für 
das allgemeine Glied y^ der Eeihe bestimmt werden, 
so hat man zunächst die Ordnung der Eeihe festzu- 
stellen und erhält daraus für y 

yx = aoX"+aix"-'+a,x''-^+... + a^. 

Setzt man hierin für x die Werte 0, 1, 2, 3 . . ., 
so erhält man dann zur Bestimmung der Koeffizienten 
^07 ^i> ^2' ^8« * * ' ^a' (^4~ ^) Gleichungen, indem man 
die erhaltenen "Werte für y den Werten der Glieder 
der gegebenen Eeihe gleichsetzt. 
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2. Ist z. B. die Reihe 

1 3 11 31 69 131 223 .. . 
gegeben^ so erhält man die Ordnung der Reihe durch 
Bildung der Differenzenreihen 

2 8 20 38 62 92 .. . 
6 12 18 24 30... 
6 6 6 6 . • • 
Da die DifiFerenzenreihe 6, 12, 18, 24 . . , von der 
ersten Ordnung ist, ist die gegebene Reihe von der 
dritten Ordnung und das allgemeine Glied heisst dem- 
nach y^ = a^ x' -}- a^ X* -f- aj X -|- ag. Setzt man hier 
x = 0^ 1; 2, 3, so erhält man die Gleichungen 
y,= 1= a« Subtrahiert man jede 

j^=z 3= a^-f- *!+ ^ + *8 dieser Gleichungen von 
yj= 1 1 = 8 a^ + 4 a^ 4" 2 ftj + »3 der nächstfolgenden, so 
y3=31 = 27aQ + 9a^-}-3ag-f a, erhält man: 

2= a^-l- Ai-j-a,. Hieraus ebenso: 
8= 7a, + 3aj+a, 

6= 6a^ + 2aj 
12 = 12a^,-f 2aj, 6 = 6ao, also; 

a^ = 1, a^ = 0, a, = 1, a, = 1 und y = x'* + x + 1. 

3. Zur Bestimmung der allgemeinen Glieder y^ 
dienen (n -[- 1) Glieder der Reihe. Es müssen dies nicht 
notwendig die ersten (n -|- 1) Glieder der Reihe sein, 
doch ist dann die Bestimmung von y nicht immer so 

einfach. 

§ 35. Ableitung der allgemeinen Glieder au8 den 

Differenzenreihen. 

yx==yo + (f)^yo+(f)4"yo + (J)4"yo + - 

1. Es ist 

yi=yo+^yo» ^yi='4yo+^'yo» ^*yi=-4'yo+ii'yov.. 



• • 
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y, = y^ + iy^, 4y. = 4y^ + 4»y„ ^'y. = ^'7^ + ^'7.,- - 

y.=y.+^y»> ^y.=^y>+^*y.. ^'y,=^*y.+^'y,.... 

Hieraus erhalten wir: 

y© ^^ y© 

yi=yo+^yo 
y,=y.+^y.=y.+24y.+4'y. 

y3 = y, + 4y, = y, + 34y„ + 34'yo + 4'yo 

y.=y.+^y3=y«+4^y»+6^'yo+4^'yo+^*y« 

Allgemein 

y, = y. + Q 4y. + (2) ^'y» + (3) ^'y. + • ■ • 

2. Um die Richtigkeit dieser Formeln zu zeigen, 
wollen wir annehmen, sie gelte bis zu einem bestimmten x. 
Es ist dann: 

yx+i=yx+^yx 

-yo + (1) ^y. + (2) 4'yo + (3) ^'y» + • • • 

+ 4yo + Q4'y,+(^)4»y„ + ... 

-yo+ft>yo+ft>yo+ft'>'yo+.. 

(Vergl. § 26.4). 

Gilt die Gleichung also für x, so gilt sie auch für 
(x + !)• I^a sie aber für x = 1, 2, 3, 4 gilt, so gilt 
sie auch für x = 5^ 6 u. s. w.^ d. h. allgemein. 

3. Für das allgemeine Glied erhalten wir in dem 
Beispiel in § 34 auf diese Art 

yx = l + (l)2 + (2).6 + (3)-6 = x» + x + l. 
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§ 36. Sammierangr der arithmetischen Reihe. 

Sx = f + l)y. + f + l).4y, + (^ + l).J'y.+.. und 

1, Aus der Definition der arithmetischen Reihe 
und ihrer Differenzenreihen folgt unmittelbar, dass, wenn 
man die Summe der Glieder von y^^ bis y^ mit S^^ be- 
zeichnet, die Werte der S^ eine Reihe der (n + 1) ten 
Ordnung bilden, deren Anfangsglied man gleich wählen 
kann und deren erste Differenzenreihe die gegebene Keihe 
ist. Daraus folgt unmittelbar 



Sx = 



yo+ft>yo + (^t>Vo+... 



2. Man kann aber auch auf analoge Weise wie in 
§ 34 die Summe der Beihe bis zum xten Gliede mit 

S^=A,x°+^ + A,x'^ + A,x^-^+ . . . 

bezeichnen. Soll z. B. die Summenformel für die B.eihe 
der dritten Ordnung 

1 8 27 64 125 .. . 

gefunden werden^ so setzt man 

S^ = A,x* + A.x»+A,x» + A3X + A, 

und erhält für x = 0, 1, 2, 3, 4 die Gleichungen 

S, = = A„ A, = 

S, = 1 = A, + A,+A, + A3 + A, 

52 = 9 = 16A, + 8A^ + 4A2 + 2A3 + A, 

53 = 36 = 8lAo + 27Aj + 9A, + 3A3 + A, 

8^ = 100 = 256 A, + 64A, + 16 A, + 4A3 + A,. 

Hieraus wie in § 34: 
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8 = l5Ao + 7Aj + 3A,4-A3 
27==65A, + 19A,+5A, + A3 
64 = 175A, + 37A, + 7A, + A3 

7 = 14A, + 6A, + 2A3 
19 = 50A, + 12A, + 2A, 12 = 36 A, + 6A, 
37 = 110Ao + 18Ai + 2A2, 18 = 60Ao + 6A,, also: 



24 A 





1.1.1 



o=X' ^i'^T' "^«"^T' ^»^^' K=^y ^^^ 



Sx = l' + 2» + 3» + ... + x»==-i-x* + -i-x» + ~-x« 



-m^^'- 



§ 37. Schiassdifferenz. Multiplikation der Glieder 

zweier Reihen. 

• 1. Wie wir sahen, ist eine arithmetische Reihe ge- 
geben durch y^ = a^ x° + a,^ x°""* + , , . + a . Wir fanden 
für die erste Differenzenreihe 
Aj^ = fi, ((x+l)--x-) + a, ((x+ir-^-x«-i)+ . . . 

(§ 33) oder: 

= n . a,x""^ + a/x"-^ + a,'x'*-'+ . . ., 
wo a/, a^', a,' irgend welche Ausdrücke in den Koeffi- 
zienten &^f a^, ajj . . . sind. Gleicher Art finden wir: 

4'y,=a,.n.(n-l)x— 2+V'x"-''+ . . . 

j'yx = »o -n- (n — l)(a — 2)x''-*4-ai"''f°~'+ • • • 
i*y, = a, . n(n— l)(n — 2)(ii — 3)x''-*+a,'^ *■"*+.. . 
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^"■"^y^^nla^^x + a 

Bezeichnen wir A^y als Schlussdifferenz^ so finden 
wir also, dass die Schlussdifferenz nur ab- 
hängig ist von dem Koeffizienten der höch- 
sten Potenz von x, welche in dem allge- 
meinen Glied y enthalten ist. Alle Keihen 
derselben Ordnung, für welche dieserKoeff i- 
zient derselbe ist, haben also auchdiegleiche 
Schlussdifferenz. 

2. Folgerung. Die nten Potenzen der 
natürlichen Zahlen bilden eine arith. Beihe 
nter Ordnung mit der Schlussdifferenz n!, 
also die Quadratzahlen eine arith. Beibe 
der zweiten Ordnung mit der Schlussdiffe- 
renz 2!, dieKuben eine der dritten Ordnung 
mit der Schlussdifferenz 3! u. s. w. 

3. Setzen wir für x die Glieder einer zweiten Reibe 
y'^=bQxP + bjX'^"~ + . . • niit der Schlussdifferenz dj 
nrrplb^ eiu, SO erhalten wir eine neue Reihe, deren all- 
gemeines Glied gegeben ist durch 

Die Schlussdifferenz dieser neuen Reihe, ist wenn 
wir die Schlussdifferenz der gegebenen Reihe mit d 
bezeichnen 

D = (np)!aA" = ^^dd.-. 
(es ist a.=^, b.-^j. 
Hieraus folgt noch, dass ^. L^^ eine ganze Zahl ist. 
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Ist p = 1, so erhalten wir eine Reihe derselben 
Ordnung (vergl. § 34). ^ 

4) Multiplizieren wir dagegen jedes Glied y mit 
dem entsprechenden Glied y ', so erhalten wir eine weitere 
E,eihe, die gegeben ist durch 

Die Schlussdifferenz dieser Reihe ist 

D.=(n + p)!a„.b, = ^-^?^dd,. 

Multiplizieren wir also die entsprechen- 
den Glieder zweier Reihen der ntenundder 
pten Ordnung, so erhalten wir eine Reihe 
der Ordnung (n + p), 

5. Potenzieren wir ebenso die Glieder 
einer arith. Reihe nter Ordnung mit der 
Zahl' p, so erhalten wir eine Reihe von der 
Ordnungn.p. 

6. Ebenso erhalten wir unmittelbar : z. B, : Das 
erste, dritte, fünfte, siebente Glied einer 
arith. Reihe bilden wieder eine arith. Reihe 
derselben Ordnung. Und 

Addieren wir zu den Gliedern einer arith. 
Reihe der nten Ordnung die Glieder etc. einer 
arith, Reihe von niedrigerer Ordnung, so 
erhalten wir eineReihe derselben Ordnung. 



§ 38. Summen der Potenzen der natürlichen Zahlen. 
Die Bernonllischen Zahlen. 

1. 1 4 9 16 . . . Quadrate der nat. Zahlen. 
13 5 7... 

Z M A Ju • • • 
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SM-('+').o+i.ft')+2f+') 

x(x+l)(2 + l) 



3! 



2. 1 8 27 64 125 .. . Kuben der nat. 

1 7 19 37 61 . . . [Zahlen. 

6 12 18 24 . . . 

_ x'(x+l)' 
~ 4 

3. Ueberhaupt erhalten wir auf diese Art: 



S(x»)=0.(' 



S(x)-^x(x+l) = - + -, 

S(x»)=^(x+i)(2x+i)= T + T + T =T + 



+ 



2 6''' 



S(* )- — Ä — — "l'+T+T"" 4 



X* . X» 



X* X* 



i 

II 1 



f-7r4 



2 • 6 
1' 1 



«(^')=T + T + T-6-^* 



4 "30 ' 

3/ 1 



4 "30 ' 

3J 1 . . U; 



1 , 

T 

6 ' 



SM- 7 + 2 + 2 '6 ^'"~ 4 '30^'+ 6 •42'^' 
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X« . x' 



^8\ /8\ /8^ 



X» . X« 



1/ 1 W/ 1 W 1 



s(-')=T+T+2 -e-^'-V -sö^'+e -42 



J 1 



X u. s. w. 



8 30 
4. Setzen wir allgemein die Brüche 

T = ^" ^ = ^«' 12 = ®»' ^ = ®* ''•'•^•' 

80 finden wir: 

B-.B— 8 
3 "■ ^^ • • • 

Die Zahlen Bj, B^, Bg, B^ . . . heissen die B e r n o u 1- 
lischenZahlen. Um dieselben zu bestimmen, können 
wir umgekehrt von der letzten Reihe ausgehen. Setzen 
wir in dieser nämlich x = 1, so wird S (x") = 1 und 
wir haben 

1 , 1 , (l)„ ©,, .Üb (7) ^ 

l-j^ + y+^B,-^B,+ gB3-^.B,.... 

Wird hierin für n nacheinander 2, 4, 6, 8 . . ., so 
können wir aus der letzteren Gleichung die Werte 
dieser Bernoullischen Zahlen bestimmen. Es ist so 

5 __691 ^ _1_ 3617 

z. B. weiter B^ — ^g, B, — ^r^^^, ^v — g » ^s — ^£q-> 

43867 ^ 174611 

» ~ 798 ' ^' 330 • 
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Die Bernoallischen Zahlen selbst sind von grosser 
Bedeutung für die höhere Algebra. 

5. Die oben entwickelten Summen lassen sich ihrer- 
seits wieder zur Summierung arithm. £,eihen benutzen. 
Soll z. B. die Summenformel für eine Reihe aufgestellt 
werden, deren allgemeines Glied 73^ = 3x^ + 2 x' + x — 1 
ist, so erhalten wir für die Summe derselben 
S^ = 3.S(x«) + 2S(x^) + S(x) — S(x^) 

= |x^(x + l)«+|.x(x+l)(2x+l) + — M_(^+l) 

§ 39. Limes S(x") : x» + ^ = l : (1+ n) (flirn= oo). 

Die obigen Summen für die Potenzen der natürl. 
Zahlen finden verschiedene Verwendung, so namentlich 
in der Mechanik. Hiebei ist es oft nicht nötig, den 
Wert der Summe selbst zu kennen, sondern man muss 
vielmehr wissen, welchen Wert der Bruch 

l° + 2" + 3° + ... + x^ 

x-+^ 
sich nähert, wenn x über alle Grenzen wächst. 
Wir erhalten aus 

s(x-)=(^+^).o+(^+i).iy.+ft>'yo+... 

+ (n+i)-4"yo 

aber dass der Koeffizient der höchsten Potenz von x in 
dem letzten Glied enthalten ist, und zwar ist derselbe 

4"y 

r-^— . Wie wir aber sahen, ist die Schlussdifferenz 

(n+l)I ^ ' 

n !, d. h. es ist A^Jq = n I und wir erhalten, somit als 
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das Glied, das die höchste Potenz von x bildet — r-7- 

n + 1 

Unsere Summe nimmt also (wie wir auch direkt 
aus der allgemeinen Formel für S(x°) in § 38 hätten 
anführen können) die Form: 

S(x») = — i-r + Ax° + Bx'*+'+... 
^ ' n-f- 1 ' 

an. Dividieren wir durch x'*'^ , so erhalten wir aber: 

S(x")_ 1 .AB 

3^n-hl n+l^x^x*"^ 

Sx" 1 

und hieraus für x = oo, lim „11 = 

x""^^ n + 1. 



§ 40. Multiplikation der Glieder einer arithmethischen 
Reihe mit Binomial-Koefflzienten. Eigenschaften der 

letzteren. 

(0) yp - (i) yp+i + (2) h+s - (tj yp+8 + • • • ±(J)yp+Q= » 

(für q > n). 

1. Es ist offenbar für Beihen erster Ordnung 

Setzt man hierin anstatt y , 4 y > so ist auch 

4yp — 24yp^j + 4yp_^2 = 0. 

Ist die Beihe der ^y aber vom ersten Grad, so 
folgt, wenn wir an Stelle vom A J den Wert y , ^ — y 
einsetzen für die Beihe der zweiten Ordnung: 

yp-3yp^j + 3yp_^a-yp+3 = Ö. 
Schreibt man an Stelle der y wieder A y, und führt 
anstatt den A J die Glieder einer Beihe dritter Ord- 
nung ein, so wird 

y„ - 4 yp^i + 6 yp^2 - 4 yp-f-. + yp+4 = 0- 



62 Arithmetische 'Reihen. 



] 



^p \i/^p+^ ^ \2J^p+2 Ur <p+ )^ • • •— Iqr P+q 



Wird aaf diese Art fortgefahren^ so erhält man 
aus der Gleichung für die Beihe (q — l)ter Ordnung 

^q> 

unmittelbar die Gleichung für die Reihe qter Ordnung 

yp - (^Y) yp+i + f t^) yp+2 + • • • +(^ q ^) yp+,+i = o; 

d. h. die Gleichung ist allgemein gültig. 

2. Ist aber z. B. für die Reihe dritter Ordnung 

und also auch 

jp+i + 4 yp4.2 "~ ^ yp+3 + ^ yp+4 yp-i-5 ~ ^» 

so folgt durch Addition: 
yp — 5yp^, + 10yp^2-10yp^3 + 5yp^^-yp^5 = 0. 

Aus dieser Reihe folgt wieder 

yp~6yp^,+l5yp^2_20yp^3+15yp^,-6yp^5~yp^3=0. 

Ebenso erhält man für eine Reihe der nten Ordnung 
für q > n: 

(^\y — Mv . -4-Mv . — Mv 4- 4-Mv . =0 
\0/''^P \1/ ^P+i ^ \2/ ^P+2 \3) ^P+3^ • • • ni \^qy yp+q ^• 

3. Sind die Glieder der arithmetischen Reihe ins- 
besondere Potenzen der natürlichen Zahlen, so erhält 
man hieraus: 

(2).l--(«).2. + (^).3--(§).4« + ... + {3).(q + l)-=0 
und allgemeiner: 

(g)a--(«)(a+l)- + («)(a + 2)--(«)(a + 8)" + ... 

± (2) •(*+.<!)■ = 0. 
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VI. Kapitel. 

Figurierte Zahlen. 

§ 41« Entstehung der flgurierten Zahlen« 

1. Bildet man von der Reihe 

1 d d d d . . . 

die Summenreihen, so erhält man 

(I.) 1 1 + d l + 2d 1+ 3d 1+ 4d 1+ 5d 

(IL) 1 2 + d 3 + 3d 4+ 6d 5 + lOd 6 + l5d 

(III.) 1 3 + d 6 + 4d 10+lOd 15 + 20d 21 + 35d 

(IV.) 1 4 + d l0+5d 20+l5d 35 + 35d 56 + 70d 

U. 8. W. 

2. Setzt man in die Heihe II. für d nach einander 
die Werte 0, 1, 2; 3 . . ., so entstehen die Reihen: 

12 3 4 5 6 . . . (natürl. Zahlen), 

13 6 10 15 21 . . . (Dreieckszahlen), 

14 9 16 25 36 . . . (Qaadratzahlen), 
1 5 12 22 35 51 . . . (Fünfeckszahlen), 
1 6 15 28 45 66 .. . (Sechseckszahlen) 

u. s. w. 
Diese Zahlen führen den Namen Polygonal- 
oder Vieleckszahlen. 

3. Nimmt man ehenso in der Reihe III. für d 
nach einander die Werte 1, 2, 3 . . ., so erhält man die 
Pyramidalzahlen. 

. . (Dreiseitige Pyramidalzahlen), 
. . (Vierseitige Pyramidalzahlen), 
. . (Fünfseitige Pyramidalzahlen) 
u. s. w. 

4. Wird weiter in den Reihen I., II., III . . . für 
d der Wert gesetzt, so ergeben sich aus der Reihe 
die eigentlichen figurierten Zahlen 



1 4 


10 


20 


35 


1 5 


14 


30 


55 


1 6 


18 


40 


75 
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11111 1 (flg. Zahl. d. 1. Ord.) 

12 3 4 5 6 („ „ „ 2. „ 

1 3 6 10 15 21 („ „ „ 3. „ 

1 4 10 20 35 56 ( „ „ „ 4. „ 

1 5 15 35 70 126 ( „ „ „ 5. „ 

u. s. w. 

§ 42. Polygonalzahlen. Bildung yon Figuren aus Kugeln. 

Bildet man aus einer Anzahl von Punkten oder 
Kugeln Figuren in der Gestalt von Dreiecken, so geben 
uns die Dreieckszahlen an, wie viele Kugeln oder Punkte 
wir hiezu brauchen. Es ist dies aus der folgenden 
Anordnung ersichtlich : 



2. Gleiches gilt für die Quadratzahlen: 



Ebenso für die Eünfeckszahlen : 



Von den Fünfeckszahlen an ist die Bildung dieser 
Eiguren keine so übersichtliche mehr. 

3. In der obigen Eeihe III. (§ 41) ist das nte 

Glied y„ = n+^=±)d. 



2 



r 
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Bezeichnet man die Polygonalzahl durch F ", wo 
p die Zahl der Seiten des zugehörigen Polygons an- 
giebt, 80 hat man: 

■^o ='' + " 1.2 -^^i 2 j' 

*^* =""+ 1.2 •^ = ''' 
pn_, , n-(n-l) ^ n(3n-l) 
» — °+ 1.2 •'^— 2 ' 

F.° = n+ ° , ~^^ .4 = n.(2n — 1) u. s. w. 

4. Führen wir für die Dreieckszahlen die besondere 
Bezeichnung J„ ein, so gelten für diese unter andern 
folgende Beziehungen: 

a) Die Summe der Quadrate zweier auf 
einanderfolgenderDreieckszahlen ist wieder 
eine Dreieckszahl. 

Es ist nämlich 
n'(n+l)' (n+l)»(n + 2)' _ (n'+2n+l)(n'-h2n+2) 
4 "^ 4 "" 1.2 

b) Die Summe der Quadrate von 2p auf- 
einanderfolgenden Dreieckszahlen lässt sich 
stets als die Summe von p andern Dreiecks- 
zahlen darstellen. 

(4„)» + (4«+l)« + (Jn+2)' + . . . + (4n+2p-l)" 
=' ^(n+1)« + 4(u+2)" "^ ^(n+S/ + . • • + ^(p-f 2q— 1)«. 

c) Der Unterschied der Quadrate zweier 
auf einander folgender Dreieckszahlen ist ein 
Würfel. 

d) Die Summe der dritten Potenzen der 
S p r e r , Niedere Analysis. 5 
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natürlichen Zahlen ist stets das Quadrat 
einer Dreieckszahl. 

1» + 2» + 3' + . . . + q» = 5Ü3±1)!_ (4^).. (Vergl. § 38). 



§ 43. Pyramidalzahlen, 

Bildet man ebenso aus Kugeln regelmässige Pyrami- 
den so erhält man aus der Anzahl der Kugeln die Pyrami- 
dalzahlen. Bezeichnet man die n-seitige Pyramidalzahl 
mit P. ., so folgt aus GHeichung (III.) in § 41, wenn 
X die Zahl der Kugeln in einer Seite der Grundfläche 
der Pyramide ist: 

i-.=Ct')+ft').(«-* 

Hieraus folgt wieder für die 
Sseitigen Pyramidalzahlen Pg = ( 2 ) "t" 1 3 ) 

^ x(x+l)(2x+l) 

p.-ft'i+aCt''' 

_ x'(x+l) 
~ 2 ' 



n w 



. p.-ttv^et^: 



_ x(x4-l)(4x— 1) 

~ 3! 

u. s. w. 
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§ 44. Die eig'entliehen flgrarierten Zahlen.. 

Wir erhalten für die Summen derselben: 

^' = (p)+(o)+(?Wo) + • ■ ■ + (sH°) "• ""'■'°'«'' 
«.=(K)+0+ö+---+ö=(°^') <^- °'^»°"' 

s.=(^)+g)+(3+@+...+0=(»t')(*.Oran.^) 

und allgemein: 

''-.-(?)+ei')+er)+-+ö=(;tt) 

(vgl. § 26). 

§ 45. Berechnung yon Kugelhaufen. 

1. Ausser in dreieckigen und quadratischen Haufen 
lassen sich Kugelhaufen noch auf rechteckiger Basis 
aufbauen. Die Berechnung der Anzahl von Kugeln 
in einer drei- oder vierseitigen Pyramide ist gegeben 
durch die drei- und vierseitigen Pyramidalzahlen. 

2. Ist die Grundlage ein Eechteck und sind in 
der längern Grundkante a, in der kürzern b Kugeln, 
so ist die Anzahl der Kugeln in der untern Schicht 
= a . b. In der über dieser gelegenen Schicht sind in der 
langem Kante nur noch (a — 1), und in der kürzern noch 
b — 1, d. h. in der Schicht selbst sind (a — 1) (b — 1) 
Kugeln. Ebenso ist die Zahl der Kugeln in der 
nächsten Schicht = (a — 2), (b — 2) u. s. w. Die Zahl 
der Schichten ist für den vollständigen Haufen gleich b 
und wir erhalten also für die Berechnung der Anzahl 
Kugeln im Kugelhaufen die Summe der Glieder der 
arithmethischen Beihe 

ab (a — l)(b — 1) (a — 2)(b — 2)....(a — b + l).l. 
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Die zu dieser Reihe gehörigen DifFerenzenreihen 
sind aber 

— (a + b — 1) — (a + b — 3) — (a + b — 5) ... 

2 2 2 

Es ist also 

S = (5).ab-M(a+b-l) + 2.Q 
= |(3ab- b' + 3a + l)^ ^-(^ + ^^-f-^ + H 

Schreibt man diese Formel S=-^:(y:i^ . ^^, 

so giebt der erste Faktor die Zahl der Kugeln an, die 
in einer dreiseitigen Seitenfläche sich befinden^ während 
der zweite Faktor das arithmetische Mittel aus den 
Zahlen der Kugel im Rücken des Haufens und aus den 
zu ihm parallelen Grundkanten desselben ist. 

VII. Kapitel. 

Interpolation. 

§ 46« Von 4en Funktionen im allgemeinen. 

1» Ist irgend eine Gleichung 

y='f(x) = ax' + bx* + cx + d oder y = tangx 
gegebeUi so heisst in dieser y eine Funktion von x. 
Setzt man für x verschiedene Werte, so erhält man 
auch für y solche V6rs6hiedene Werte. So findet man 
im ersten . Beispiel für x = 1,. y = f (1) = a + b + c+ d, 
im zweiten für x = 0, y=0. 

2) X und y Geissen die Variabein oder Ver- 
änderlichen oder auch Argumente. Das Zeichen 
der Funktion wird durch Buchstaben ausgedrückt, denen 
— jedoch nicht immer — eine oder mehrere Ver- 
änderliche in Klammern beigefügt sind, wie durch 
f(x), g(x), h(x,y), F(x), F(z). 
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3. f(l) bedeutet eine Funktion, in der für die 
Variable, etwa x, der Wert 1 gesetzt worden ist. Ebenso 
bedeutet f (1, 2) eine Funktion, etwa von (x, y), in 
der für x der Wert 1, für y der Wert 2 gesetzt 
worden ist. 

4. Eine Funktion heisst rational, wenn in ihr 
nur eine endliche Anzahl von Additionen^ 
Subtraktionen^ Multiplikationen oder Di- 
visionen auftreten. Kommen die Veränderlichen 
überdies in keinem Divisor vor^ so heisst die Funktion 
ganz, andernfalls gebrochen. So sind z. B. 

y = (ax+b) (cz + d) und y = ax* + 2bx + c 

ganze rationale Funktionen^ 

a ax + b 

y~T"' y"c"iTd 

gebrochene rationale Funktionen. 

5. Eine Funktion heisst vom nten Grad^ 
wenn sie ganz ist, und die Form 

y=:ax'*4"bx'*~^+cx'*'" + . . . +p oder 
y = ax'* + bx"~^.z + c x"~ ' . z* + . • • • 
+ gz" + hx""-^ + i.x"-^z + .... 
hat, d. h. wenn die Veränderlichen in den beiden Summen 

Glieder der Form x" resp. x^ . 7/ bilden und a resp. 
/9 + y höchstens = n ist. Funktionen der vier ersten 
Grade hei ssen auch linear^ quadratisch^ kubisch 
und biquadratisch. 

b. Kommen in einer Funktion Wurzeln vor, wie 
in y = Vx, so nennt man die Funktion irrational. 
Funktionen, in denen andere Operationen als die ge- 
nannten auftreten^ wie log X; sin x, e^ etc., heissen 
transeend.en.t... 
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§ 47« Begrriff der Interpolation. 

Interpolieren oder Einschalten heisst aus 
gegebenen Werten der Funktion andere Werte 
derselben berechnen. Es ist hiebei nicht not- 
wendig, dass von der Funktion ein allgemeiner Aus- 
druck bekannt ist. Selbst wenn dem so ist, so kann 
er doch so kompliziert sein^ dass er sich zur direkten 
Ausrechnung nicht eignet. So sind auch von unseren 
meisten Tabellen, trotzdem die entwickelte Funktion 
bekannt waren, nur die wenigsten Werte direkt be- 
stimmt worden; die weitaus grösste Zahl .derselben 
ist vielmehr aus jenen wenigen Werten durch Inter- 
polation gefunden worden. Die Lehre von der Inter- 
polation ist deshalb wichtig. 

2. Wir setzen voraus, dass sich die Funktion, 
um die es sich handelt, entweder vollständig, oder 
doch mit jeder beliebigen Annäherung nach 
steigenden Potenzen einer Veränderlichen 
entwickeln lasse. Es ist hiebei unsere Aufgabe, 
aus einer gegebenen Anzahl von Werten, die die Funktion 
für gewisse Argumente annimmt, eine neue Funktion 
zu finden, welche der unbekannten oder doch zu sehr 
verwickelten Funktion so nahe kommt, dass, für gewisse 
Werte der Argumente wenigstens, die gefundene Funktion 
ohne merklichen Fehler gesetzt werden darf. 

3. Um dies auch geometrisch zur Anschauung zu 

bringen, wollen wir 
auf einer Geraden 
von einem Punkt 
A aus die Argu- 
mente A Xj = Xj, 
A Xj =x^ , A Xj^Xg 
etc. abtragen und 
auf der G-eraden in 
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den Punkten X^, X,, X3 . . . Lote X^ Pj, X, P,, X, P*, . . . 
gleich den zugehörigen Funktions werten erriohten. Ver- 
binden wir die Endpunkte dieser Lote jetzt durch einen 
Kurvenzug, so werden wir annehmen dürfen, dass z. B. 
für Werte ' x, die nahe bei x, liegen^ die zugehörigen 
Werte y gefunden werden, indem wir von A aus AX=x 
abtragen und in X auf AX ein Lot errichten; das 
Stück dieses Lotes zwischen AX und dem Kurvenzug 
ist dann der zu x gehörige Eunktionswert y. 



§ 48. Interpolation bei arithmetischen Reihen« 

^"■^•"^n + l^^*"^ (n + 1)" •1.2 
, z(z->n-l)(z-2n-2) A'j 

+ (n -f 1)» äT"^*'* 

1. Ist irgend eine arithmetische Beihe gegeben, 
deren allgemeines Glied durch die Gleichung 

yx=yo+(i) 4yo + (2) • ^'y« + (3) ^•y.+ • • • 

bestimmt ist und sollen zwischen die Glieder dieser 

Keihe je n weitere Glieder eingeschaltet werden, so 

haben wir nur an Stelle von x nach einander die Werte 

12 3 n+2 

0, — r^, — T-zTy — r^» ... 1, — r-3- ... zu setzen. Die 
' n+1' n + 1' n+1 n + 1 

/x\ 
Bezeichnung ( | bleibt hiebei dieselbe ^ nur ist jetzt x 

keine ganze Zahl mehr, d. h. es ist z. B. 

/x\ X . (x — 1) 

\^) -^ 1.2 • 

Setzen wir aber allgemein x = , , so geht das 
allgemeine Glied der neuen Keihe üb^r in 
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7-£ ^0 "T 



z z.(z — n — 1) 

= yo + :^+T-^yo+ (^ + 1). >^^yo 

I z.(z-n^l)(z-2n^2) ^ • 

: ^ (n + 1)' • ^ yo 1- • • • 

und die interpolierte Reihe wird erhalten, indem wir 
hier für z nacheinander die Werte 0, 1, 2, 3 . . . setzen. 

2. Ist z. B. die Reihe zweiter Ordnung 4, 7, 12 . . . 
gegeben und sollen zwischen je zwei Glieder dieser Reihe 
zwei neue Glieder eingeschaltet werden, so haben wir 
aus dem allgemeinen Glied 

yx = 4 + (l)-3+(2)2 
für die interpolierte Reihe das neue allgemeine Glied 

y,=4 + |.3 + '-^-^.j^ = 4 + z + i-z(z-3. 

Setzen wir hierin z=:0, L, 2, 3 . . ., so erhalten wir 
die Reihe 

4 4^ 5| 7 8| 10| 12. 

3. Wir haben in obigem Beispiel die Werte der 
interpolierten Glieder direkt aus dem allgemeinen Glied 
der neuen Reihe entwickelt. Es ist dies aber praktisch 
oft zu umständlich, namentlich dann, wenn der Aus- 
druck für das allgemeine Glied j^ ein zur Berechnung 
von yz etwas unbequemer wird. Haben wir nämlich 
die ersten Glieder der interpolierten Reihe soweit ge- 
funden, dass wir die Schlussdifferenz der neuen Reihe 
durch die Differenzenreihen ableiten können, so können 
wir von der Schlussdifferenz aus rückwärts die Diffe- 
renzenreihen und die interpolierte Reihe aufbauen. 
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Das obige Beispiel würde uns die folgende Entwickelung 
geben, wobei die Zahlen rechts der Geraden rückwärts 
von der Reihe der Schlussdifferenzen aus aufgebaut 
sind; während nur die 2 ersten interpolierten Zahlen 
der Reihe direkt bestimmt worden sind. 




§ 49. Interpolationsformel für Argumente, die eine 
arithmetische Reihe erster Ordnung bilden. 

y — Jo-r 1 ^^Ix"^ 1.2 {Axy 

(x ~ X,) (x — xQ (x - Xa) ^"yp. , 
■^ 1.2.3 ' (ix)» "^••* • 

1. Bilden die gegebenen Argumente eine arith- 
metische Reihe der ersten Ordnung x^, Xj, Xjj, Xg , . . x^, so 
können wir annehmen, dass die Funktionswerte y^, y^, 
y« • • • Jn ®^^® arithmetische Reihe von höchstens der 
n ten Ordnung bilden. Das allgemeine Glied dieser 
Reihe wird aber die Form 

yz=yo+(i)^yo+(2)^'y« + (3)^'yo+--- 

haben. 

2. Setzen wir x^ = x^ + 4 x, x^ ==Xq + 2Ax, x^ = 
Xjj + 3 i X . . ., X = Xq + (p — 1) i X, so finden wir für 

Xp = Xo + p2lx— Xj+(p— l)ix==X2 + (p— 2)2lx = ... 
und hieraus wieder 
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P=^ 



4x 



^, P(P-I) 



- (4x)' 
(x„ — Xrt)(x„ — x,)(x„ X,) 



u. s. w. 



(4x)» 

Diese Werte in die obige Gleichung eingesetzt, 
giebt aber, wenn zugleich x — x gesetzt wird; die 
Interpolationsformel. 

X. A^ 



y =yo+ 



X— Xo ^yo 



+ 



Xo X 



1 • 4x ' 12 

X Xj X — x^ ^^x 



•(4x) 

R l^ • • • 



yo , X 

— äi 



• 2 • 3 '(Aay 

S.Beispiel. Es soll aus den bekannten Werten 
der Logarithmen von 103, 104, 105 und 106 der Loga- 
rithmus von 104,5 gefunden werden. 

Wir verlassen hiebei, wie bei der eigentlichen 
Interpolationsrechnung überhaupt die Anordnung, die 
wir bei den arithmetischen £,eihen getroffen hatten, in 
dem wir die Funktionswerte nicht mehr horizontal^ 
sondern vertikal schreiben. Sonst bleibt sich die An- 
ordnung wesentlich gleich. 



Arg. 

103 
104 
105 
106 



iM 



4 196 114 
4 155 960 
4 116 566 



— 40 154 

— 39 394 



^"y 



760. 



log 103 =2.012 837 225 
log 104 =2. 017 033 339 
log 105 = 2. 021 189 299 
log 106 =2. 025 305 865 
Es ist hier X — Xq = 1,5; x — Xj=0,5;x — x^ = — 0,5; 
X — X3 = — 1^5; also 

= = 4-A ^ 3 1 J'y 3.1.1 ^^y 

y^i y yo"r 2 * ^^"^2 '21. 2 2.2.21.2.3 

= 2.012 837 225 + 0.006 29 4 171—0.000 015 058 
— 0.000 000 48 = 2.019 116 290 
Letzterer Wert ist auf 9 Stellen genau. Im Schema 
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haben wir, der Einfachheit halber bei den Differenzen 
die Nullen im Anfang weggelassen. 

§ 50. Die Interpolationsformel von Lagran^e. 

(X — Xi) (x — X,) (X — Xg) ... (x— x„) 
(Xq — Xj) (Xq Xj) {Jq Xs) • • • (Xo Xn) 

(X — Xq) (x — Xa) (X - Xs) ... (X - X n) 
■T" (Xi ~ Xq) (Xi — Xa) (Xj — Xg) • • . (X,— X„) ^' 
(X — Xq) (X — Xi) (X — X3) ... (X — x J y _|. ^ _ 
(Xg — X^) (Xj X^) (Xj X3) ... (Xj Xn) 

Wird 

gesetzt, so müssen für x^, sämtliche Glieder ausser A^ y^ 
verschwinden. Dies ist nur dann möglich, wenn alle 
Koeffizienten A ausser A^ den Faktor (x — x^) ent- 
halten. Setzt man ebenso x = Xj, so müssen wieder alle 
Koeffizienten ausser A^ verschwinden, d. h. den Faktor 
X — Xj enthalten. Es folgt dies daraus, dass die Gleichung 
gelten muss, gleichgiltig, welche Werte wir den einzelnen 
Funktionsgrössen y beilegen, d. h. für alle beliebige 
"Werte y^, y^, y^ ... Fährt man so fort, so findet man, 
dass die obige Gleichung in folgende übergeht: 

y» = »0 (^ — ^1) (^ — ^2) (x— X3) . . (x — X Jy^ 
+ aj(x — xj(x — x,)(x — X3)...(x — xjy^ 
+ a3(x — x,)(x — xj(x — X3)...(x — xjy, 
+ a^(x — Xo(x--xJ(x — X2)(x — xJ . . . (x- xjy3+ . . . 

Setzt man hier aber x=Xq, x:=Xj u. s. w., so er- 
hält man: 

yo^ftoC^o— Xi)(xo— x2)(xo— ^8)---(^o— xjyo» 

yi =^ (x, — x,)(x, — x,)(xj — X3) . . . (x^ — xjy^, 

y2 = »2 (^2 — Xo) (x, — xJ (x, — X3) . . . (x, — xJ y, u. s. w., 
und also 
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a« = 



"" ^0 T- ^) (^0 ~ ^2) K — ^s) • • • (^0 — ^n)' 
1 

^' ~~ (^1 — ^o) (^1 — ^2) (^1 —^s) • • • (^1 ~-^n)' 
__ 1 

Diese Werte in die letzte Gleichung für y eingesetzt, 
giebt die Interpolationsformel. 

§ 51. Interpolationsformel Ton Newton. 

yx = Jo+ K (x ~ X,) + Ai (x — xj (X — Xj) 
+ A2 (x — Xo) (x — Xj) (x — X2) -h . • • 

1, Die Interpolationsformel von Lagrange zeichnet 
sich durch ihre Gleichartigkeit in Bezug auf die Argu- 
mente aus, aber sie ist in dieser Form doch wenig ge- 
eignet zur Interpolation selbst, da sie auf umständliche 
Rechnungen führt. Es bedarf deshalb einer Umformung 
derselben. Es ist: 



^0 ^2 Xq Xg 

Xj X— X, ^ X — X, / ^ X — x^\_x--x^ 

Y -V I Y —T 



■^0 ^1 ^0 ^2 ^0 ^ \ ^0 -^2/ ^0 X 



+ ^— i.^— i!=l + ^^ + ^-^.^^. (I.) 

^0 ^1 Xq Xg Xq Xj Xq Xj Xq Xg 

Ebenso ist 

^=^=1+^^=^, und ^^--z:-'-^- 

^0 ^3 ^0 ^8 ^0 Xj Xq Xg Xq X3 

_. — _ ^ -__ I _ ^ ^ — _ 

^0 ^1 ^0 "^ -^0 Xj Xq Xj Xq Xg 

X — X X---X0 X — X^ , X — Xq X — Xg X — X3 



= 1+ '-+ -'-^+—1:^' ^.^^.(11.) 

Xq — Xj Xq— Xj Xq Xg Xq Xj Xq- — Xg Xq Xg 

(Durch Einsetzen von I.) 
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Weiter ist 

^^^^^.^^^ = 1 + ^^+^^.^^. (III). 

Xj Xj Xj Xg Xj Xj Xj Xg Xj Xg 



"*^ "^-a 8 — 8 

2. Setzt man diese Werte in die Lagrange-Formel 
ein; so erhält man : 

X— -Xq ^ ^0 ^ ^1 [ ^ ^0 ^ ^2 



^0 "^1 ''^O ^1 ^0 ^2 ^0 ^ ^0 "^S 



^^ \ X. X. X- X. ' X- — Ti- 

^1 ^0\ -^1 ^2 -^1 ^2 ^1 ^3/ 



'x,— xJ 



X X^j X X^/ X — X 



2 



Xj Xq Xg x^ y Xjj Xgy 
+ Ez:5..£Z:fi.EZZfi.y^^ oder: 

^3 ^0 ^3 ^1 ^8 — ^2 

I y» 1 

1 ?i I y? 

(^1 — Xo)(Xi — x,)(x, — Xg) (Xg — xJ (Xg — xJ(Xg — Xg) 

+ y? 1 

fe — Xo) (^8 - X J (Xg — Xg)/- 

Diese Formel ist deshalb für die Berechnung ge- 
eigneter, weil die Ausdrücke in den Klammern ein 
für allemal berechnet werden können. Ausserdem ist 
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in dieser Formel die Korrektion ersichtlich, welche 
eintritt, wenn zur Berechnung ein weiteres Element 
hinzutritt. 

3) Die Ausdrücke in den Klammern lassen sich 
aber noch auf einfache Art rasch ausrechnen. Be- 
zeichnet man dieselben durch A^; A^, A, . . .; so geht 
die Formel über in 

yx=^yo+Ao(^-Xo)+Ao(x— Xo)(x— xj 

Sei weiter x=rXj, so folgt 

Ist ferner: 
A = ¥^^, Co=?^. Do=!^^ etc.; so ist: 



X^ Xj Xg Xg X^ Xg 

j^ _. Zo I yi 

y» Ji yi yp 

j ya ^2— ^ ^1—^0 _ ^0 — -^0 



Ist ebenso weiter: 
Tt ^ Q— "^0 n Po~~^o T\ ^Q — ^Q 

X>j = , Oj = , Uj^ = ) • • • 

Xj X^^ X^ Xj Xg Xj 

so erhält man ebenso: 
^2 = -T~-— r— ; -1*2= ^ _^ > ^^2 = 



Xg Xj ' ' X^ X^ ' * Xg Xj 

_ Bg— Aa Ca—Bg 

-^8— X —X ' ^8— X —X ^ • • ' 

Ä ^8 — A3 

A. r= —2 2. U. S. W. 

Xg— X^ 

In dieser letzteren Form ist die Interpolations- 
formel bereits von Newton gegeben worden. BetrefiFs 
der Anordnung erhalten wir das folgende Schema: 
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Arg. 


y 




A., B., C, 


A„B, 


A, 


^0 


y. 
y. 
y» 
y4 


A -_yi 7o 


A ^o-^o 


A ®-^ 




"xr 


'^0 

■R y2 yi 




■*■! 


^2 ^0 




•xr 


X,— X, 

r% ys y2 




A ^«""^« 


■^2 


' ^3 X, 


^ X X 


Y 


T\ y4 ys 


^ X X 
■*-4 -*-! 




^s 


^1 

^4 ^2 




^4 


^ X X 


1 





3. Beispiel. Aus den gegebenen Werten von 
sin 42^0', sin 42^2', sin 42^3/ sin 42^5' und sin 42' 6' 
soll sin 42^4' berechnet werden. 



Argument x 




y 


x, = 42'0' 


sinxo 


-0.612 907 053 653 


Xj-42'2' 


sinx* 


0.613 155 257 923 


X, = 42^*3' 


sinxg 


-0.613 279 337 366 


x,-42<»5' 


sinx. 


-0.613 527 450 853 


X, - 42° 6' 


sinx^ 


-0.613 651 484 891 



^0> ^0> ^0> ^0 



124 102 135 
124 079 443 
124 056 744 
124 034 038 



A„B„C, A„B, 



— 7564 

— 75663 

— 7568, 



-0, 
— 0. 







sin 42U' = 0,612 907 053 653 + 4.0,000 124 102 135 

—4.2.0,000 000 007 564+4.2.1.0,000 000 000 000^ 

= 0,613 403 401 677 (auf 12 Stellen genau). 



IV. Abschnitt. 

Unendliche Reihen. 

VIII. Kapitel. 

Summierbare Belhen. Eonyergenz und Dirergenz 

unendliclier Beihen. 

§ 52. Bildung summierbarer Reihen. 

1. Wir haben bereits summierbare Reihen kennen 
gelernt, nämlich die arithmetischen E.eihen. So ist z. B. 
die Summe der E.eihe 

1.3 + 3.5 + 5.7 + 7.9H )- (2x — l)(2x + 1) 

Andere Beispiele summierbarer Beihen bilden die geo- 
metrischen Beihen (vergl. Sammlung Göschen, Algebra, 
§ 27). Wir haben z. B. 

l-L-l-i- — ^-1 1 __ 2^+^—1 

I+2"*"4"^8"^ 1~2'*~ 2"* 

2. Ausser den arithmetischen und geometrischen 
Beihen lassen sich noch eine Beihe anderer Beihen auf- 
stellen, deren Summen gefunden werden können. Es 
ist irgend eine Beihe 

a + b + c + d-fe+...4-p 
gegeben. Aus dieser Beihe lässt sich die neue Beihe 

(a-b) + (b-c) + (c-d) + ... + (0-p) 
bilden, deren Summe =& — p ist. 



r 
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3. B e i s p i e 1 e. a) Aus -r + '7r + -ir + «'-H 

1 J o n 

erhält mau: 

('-4)+(4-4)+(l-i)+-+(^-^) 

= 1 — — , oder 



1.2 ' 2.3 ' 3.4 ' 4.5 ' ' (n— l).n 
H^ans folgt durch Multiplikation mit 2: 

[2) [2) [2) [2). 

1 . I4.JL . 1 , , 2 _ 2(n-l) 

■ ^+3+6+3Ö+--- + (n-l).n- E ^^- 

(Reihe der reciproken Dreieckszahlen.) • 
Dividieren wir dagegen die Reihe (I.) durch 4, so 
erhalten wir 



2.4 ' 4.6 ' 6.8 ' ••• ' 2n(2n — 2) 4n ' 

oder: 

^ +-i- + -J-4- 4. 1 



3* — 1 • 5' — 1 ' 7^ — l^*" ' (2n — 1)*— 1 
b) Aus 

_L. L_Uf-i ?-U 

1.2 2.3/^\2.3 3.4y'^*" 
1 1 . .1 1 



+ n(n + l) (n+.l)(n+2) 2 (n + l)(n + 2) 
folgt ebenso nach Division durch 2: 

S p r e r , Niedere Analysis. 6 
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"T"f> a A t 9 A r.'T " ' "T 



1.2.3^2.3,4^3.4.5^ i^n(n+ l)(n+2) 

-4(n+l)(n-l-2) ^_'^''- 
Hieraus erhalten wir die Beihe der reciproken 
Pyramidalzahlen durch Multiplikation mit 6: 

lj_laiu- 1 _ 3n(n + 3) 

/3\'*"/4\"^/5\"^--7n+2\~2(n+l)(n + 2)' °''^''- 
13 l3 3 3 j 

1^ Ij. 1 ^ 1 ^ ^ 1 - 3n(n+3) 



1^ 4^ 10^20^'"^/n+2\ (n + l)(n + 2)* 



Ebenso wird: 
1 



(■ 



1 . 2 . 3.4"*" 2 . 3 • 4.5 "*" 3 . 4 . 5.6 "^ • • • 

1 ^ n(n' + 6n + ll) 

+ n(n+l)(n + 2)(n + 3) ~ 18 (n + 1) (n + 2) (n + 3)' 
4. "Wir können aus der E,eihe a + b + c + ... + t 
aber auch noch die S.eihe 

(a — c) + (b — d) + (c — e)H ^(r — t) = a + b — s~ t 

bilden. So erhalten wir aus der Beihe 

l + y + -3 +••• 



(-i)+(i-i)+(i-l)+-+i-.-T 



-l+i-4T- 



2 n+1 n+2 
oder nach Division durch 2: 



1.3 ' 2.4 ' 3.5 ' 4.6 ' •••^n.(n + 2) 
- "(3n + 5) 
""4(n + l)(n + 2) ^^•'' '''*®^- 



r^ 
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1 ._J_._L_._J_, I 1 

n(3n + 5) 
~4(n + l)(n + 2y 

5* Ein anderes Verfahren geht von Reihen aus, 
die nach Potenzen einer Veränderlichen x geordnet sind. 
Es sei etwa die Beihe 

gegeben, deren Summe wir mit S bezeichnen wollen. 
Durch Multiplikation mit (x — 1) erhalten wir: 

Setzen wir hier x = l, so finden wir: 

i--J_ + J_ + J_+ +_!_. 1 

^""1.2^2. 3^3. 4^ •••^ n(n — 1)^ n' 

d. h. die Reihe I. 

Multiplizieren wir dagegen mit x' — 1 und setzen 
das eine Mal x = -f 1, das zweite Mal x = — 1, so er- 
halten wir aus der obigen Beihe 



1.3'2.4'3.5''**' n(n — 2) 4n(n — 1) 

(vergl, Beihe V.) und 



1.3 2.4' 3.5 4.6' •'•— n(n — 2) 
Desgleichen finden wir durch Multiplikation mit 



(2x— 1), für x = \: 
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1+A.1+ 5 i^___ 



1.2' 2 ■^2.3" 4 ' 3.4' 8 

+ (n_2)(n-l)-2^='^~(n_l)2"-* ^^^' 

Ebenso können wir auolx etwa mit x* — Sx-f:2 
multiplizieren und x gleich einer der Wurzeln der Glei- 
chung x' — 3x-|-2 = setzen und würden dadurch eine 
neue Keihe erhalten. 



§ 53. Summierbare unendliche Beilien« 

Setzt man in den E.eihen des § 52 für n -den Wert 
00 , so gehen dieselben über in 

111 

+ Tr~5 + ^~i + • • • 111 iD^« = h 



1.2 ' 2.3 ' 3.4 



( 



= 1 — — , für n = Qo, =1), 



n n 



1 + 1 + 1 + A+ -2 

3» — 1^5' — 1^7>— 1 ^•" 4' 

1.2.3^2.3.4^3.4.5^ 4' 

3 
n(n + 3) _ ^+n / _ ' _^\ 

4(n+l)(n + 2)- 4(l + i)(l + |) ' H "-*'-4i 

1 .3'^2.4'^3.5'^" 4' 

2» — 1'^3' — 1"'"4' — 1'^5» — l"^ 4' ' 
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1 ^+_i ^+ =1 



1.3 2.4 ' 3.5 4.6 ' 4 

.^1 4 1 5 1 



1.2 2 ' 2.3 4 ' 3.4 8 

§ 54. Weitere summierbare Reihen. 

Bezeichnet man die nte figurierte Zahl kter Ord- 

* Äung mit f^ und multipliziert die Glieder der Reihe 

der figurierten Zahlen kter Ordnung mit den Gliedern 
der E.eihe 

l + x + x» + ... + x"--S 
so erhält man die Reihe: 

; l+f,^x+f3^x'+f,k.x» + ...+f;;.x"-^=s;;, 

yfo ^ die Summe der Reihe bezeichnen möge. 
Durch Multiplikation mit (1 — x) folgt aber: 

S;[(l-x) = l + (f,''-l)x + (f3''-Ox'+...-f|.x'' 

= 1 + 1,"-^ X + f ,''-*. x' + f,''-^ X» +.. . 

+ f);-^ . x-^ - f^ x" = s;;-^ - fj; . x". 

Es ist nämUch 

«;-<;-.=CtiTV(''teKte')=':- 

(vergl. § 26 und § 44). 
Kennt man also den "Wert von S^"" , so kann man 
daraus den Wert von S^ berechnen. Nun ist aber der 
Wert der Reihe 

l + x + x» + ... + x-i = ^^ 

bekannt und man findet also z. B. : 

S'„ = l + 2x+3x' + ... + a.x»-*=|^,-^, 
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_ /l— x" \ n.x' /'n+l\ x° 
-i(l-x)'j~(l-x)'-l 2 j-l=7' 

8*. = l+4x + 10x'+...+(°"f^),x-» 
_ 1 — x° /n\ x° /n+l\ x» /n+2\ x» 

lU 8, W. 

§ 55« Einteilnngr der unendlichen Reihen in konrerg^ente 

und diyergrente Reihen, 

1. Unter Beihen versteht man, wie bereits durch 
das Bisherige bekannt ist^ eine Anzahl von algebraischen 
Grössen, die durch Addition oder Subtraktion mit- 
einander verbunden sind. Ist die Anzahl der Glieder 
eine endliche, so heisst die Beihe endlich^ ist die 
Anzahl der Glieder dagegen unendlich gross, so heisst 
die Beihe selbst unendlich. 

2. Ist es möglich, für eine Beihe einen endlichen 
Wert anzugeben^ dem der Wert der Beihe 
immer näher und näher kommt, je mehr 
Glieder der Beihe in Bechnung genommen 
werden, so sagt man die Beihe konvergiere 
gegen diesen endlichen Wert und dieBeihe 
selbst heisst konvergent. Der Wert, dem die 
Beihe sich nähert, bezeichnet man als ihren Grenzwert: 
derselbe wird durch limes, abgekürzt lim, bezeichnet. 
So ist z. B. 

3. Ist es dagegen nicht möglich, einen solchen 
endlichen Grenzwert anzugeben, sondern wird der Wert 
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der B*eihe mit der Zahl der Glieder selbst unendlich 
gross^ so sagt man die B.eihe divergiere, oder sie 
sei divergent. Eine solche divergente Reihe ist z. B. 

1 + 2 + 4 + 8+16+.. . 
4. Ausser konvergenten und divergenten unter- 
scheidet man manchmal noch eine dritte Art von E.eihen^ 
nämlich oscillierende Reihen. Bei diesen kann 
man keinen bestimmten Wert für die Reihe angeben; 
man wird vielmehr, je nach der Zahl der Glieder, die 
man nimmt, zwei verschiedene Werte erhalten, denen die 
Keihe sich nähert. So erhalten wir in der Reihe 

O-ll-L-ll-li+ll- 

j ^2"^ 4 ^8^ 16 ••• 

je nachdem wir eine gerade oder ungerade Zahl von 

Glieder nehmen für eine grosse Anzahl von Gliedern 

2 2 

nahezu den Wert ^ oder 1 ^, d. h. der Wert der Reihe 

ö ö 

2 2 

schwankt zwischen^ und 1^. Man spricht bei diesen 

o o 

Reihen manchmal auch von einem mittleren Wert 

derselben. 

§ 56. Beispiele konvergenter und divergenter Reihen« 

1. Das einfachste Beispiel einer konvergenten Reihe 
ist die geometrische Reihe, deren Exponent (Quotient) 
kleiner als Eins ist. So haben wir als Wert 8 der Reihe 

S=l + x + x*+...fürx<l,S=^^3^. 

Wird aber x=l, so wird S unendlich gross und 
ist X > 1, so ist dem noch mehr so. 

2. Andere Beispiele von konvergenten Reihen haben 
wir bereits oben angegeben (vergl. § 53). 
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3. Bilden wir die'reciproken Werte der natürlichen 
Zahlen, so erhalten wir die anharmonische £<eihe 

■^""^ 2"*" ä"*"!"^' • ' 

Diese Reihe ist divergent. Um dies zu zeigen, 
fassen wir die Glieder der E>eihe wie folgt zusammen: 

Die Ausdrücke in den Klammern sind aber einzeln 
grösser als 

T' ¥' l6' ^^'32' * " 

d. h. der Wert jedes Klammernausdrucks ist > -^ und 

der Wert der Reihe selbst ist also grösser als der 
der Reihe 

4- — 4-— 4-— 4-— I 
^"^2"^2'^2"^2"'""* 

d. h. unendlich gross. 

4. Setzen wir ebenso anstatt der natürlichen Zahlen 
in obiger Reihe die Glieder einer arithmetischen Reihe 
der ersten Ordnung, so finden wir, dass auch die Reihe 

a ^a + d^a + 2d^a + 3d^a + 4d^'*' 
divergiert. Denn wir haben wieder aus derselben 



a a+d ' a + 2d \a + 3d a-f4d 
■^Va + 5d + a-^6d "*" a + 7d "^ a + 8dj + " 



In dieser Reihe ist z. B. 
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+ ,,.. + ■■ .■3 +-^^^>4. 



a + 5d ' a + 6d ' a + 7d ' a + 8d ' a+8d 
oder > -j^^ , d. h. > -^^-J^ 

T + 2*^ 

and der Wert der Breihe ist also auch grösser als der 

der Heihe 

1 1 1 1 1 

a^^a + d"^ a + 2d + a + 2d "^ a + 2d +'" 

d. h. unendlich gross. 

§ 57. Konyergenz der Reihen^ deren Glieder ab- 
wechselnd positiv und negativ sind. 

1. Soll eine Reihe überhaupt einen endlichen Wert 
haben oder konvergieren, so müssen deren Glieder, 
wenigstens von einem bestimmten an^ kleiner und kleiner 
werden und zwar müssen sie zuletzt Null zur Grenze 
haben. Eine Abnahme der Glieder allein genügt nicht^ 
wie z. B. die Reihe 

0, 11 + 0, 101 + 0, 100 1+0, 100 Ol + . . . 
zeigt^ deren Wert unendlich gross ist. 

Wir haben also als erste Bedingung der 
Konvergenz einer Reihe 

dass limes u =0 für n= oo ist. 

n 

2. Nehmen aber die Glieder einerReihe, 
von einem bestimmten an, immer mehr ab 
und haben dieselben Null zur Grenze, so 
konvergiert die Reihe stets, wenn die Glieder 
abwechselnd positiv und negativ sind. 

Um dies zu zeigen, wollen wir annehmen, dass 
diese Eigenschaft der Glieder mit dem ersten beginne. 
Wäre dem nicht so, so würden wir einfach den Teil 
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der Breihe, der diese Eigenschaft nicht zeigt; besonders 
berechnen. 

Wir erhalten aus 8 = u^ — u, + Ug — u^ + Ug — ... 

8 = (^i— ^) + K — ^J + K — «6)+ • • •> 
d. h. die Reihe hat jedenfalls einen positiven Wert, 

da alle Ausdrücke in den Klammern positiv sind, oder 

es ist S > 0. 

Schreiben wir dagegen 
8 = "i — ((^— U8) + K — U5) + (u, — u,)+ ...} 
so finden wir, dass der Wert der Beihe auch < u^ ist^ 
oder dass 

Uj > 8 > 0, 

d. h. die Beihe konvergiert. 

3. Bezeichnen wir weiter den Wert der ersten 
n Glieder der Beihe mit 8 , so haben wir für den Wert 
der übrigen Glieder 

R = +(^ _Li U lo + U _i_o U l^+««0 

' ^ o+l n + 2 ' n + 3 n + 4 ' f 

Für diesen Best erhalten wir ebenfalls, dass sein 
Wert zwischen und u^ i ^ liegt. Vernachlässigen 
wir also alle Glieder derBeihe vom nten ab, 
so ist der Fehler, den wir begehen, jeden- 
falls kleiner als das Glied u , . der Beihe, 

n + 1 ' 

oder es ist, absolut genommen, 8 — ^n'^^^n + i* 

4. 8o erhalten wir z. B. in der Beihe 



1.2 2.3 ' 3.4 4.5 ' 5.6 

85=0,4. Dieser Wert ist zu gross, aber der Fehler, 
der begangen wird, wenn wir anstatt der Beihe 8, 

setzen, ist < ^ — =^, d. h. < 0, 023 . . . und der wirkliche 
b . 7 

Wert der Beihe liegt also zwischen 0, 377 . . . und 0;4. 
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Beihen mit nur positiven Gliedern* 
§ 58. Erster Konvergenzsatz. 

lim (u„ + i + u^+2+ • • • +iin + p) = ö 

1. Hat eine Reihe nur positive Glieder, 
so konvergiert die Reihe dann stets, wenn 
für ein beliebiges p und ein unbegrenzt 
wachsendes n 

lim (n^ + i + n^ + 2 + ^n+8+---'io + p)==® *»*• 
Bezeichnen wir nämlich mit e eine beliebig kleine^ 
aber vorerst noch von Null verschiedene Grösse, so 
kann; wenn wir der Zahl n nur einen hinreichend 
grossen "Wert beilegen^ immer 

u„4.i + ii„ + 2 + u^^^3+ . . . + u^_^p < e 

gemacht werden. Dann ist aber, wenn S die Summe 
der n ersten Glieder der Reihe ist 

Lassen wir je'izt n unvÄertl p dagegen beliebig 
wachsen, so wird der Wert der Summe 8^ , „ zwar 
ebenfalls wachsen, aber er wird immer zwischen S — e 
und S 4- e bleiben, d. h. die Reihe hat einen endlichen 
"Wert, oder sie konvergiert. Wir können hiebei aber 
B SO klein machen ald wir wollen^ d. h. wir können 
die Grenzen, zwischen denen S^ liegt, immer kleiner 
und kleiner machen, wenn vorausgesetzt ist, dass lim e^). 

2. Hat eine Reihe nicht lauter positive Glieder, 
dann konvergiert sie stets, wenn die Reihe konvergiert, 
die aus ihr entsteht, wenn wir allen Gliedern das 
positive Vorzeichen geben. 

§ 59. Zweiter Konrergenzsatz. 

1. Es giebt kein allgemeines Mittel, nach dem bei 
jeder Reihe entschieden werden kann, ob sie konvergiert 



92 Konvergenz und Divergenz von Reihen. 

oder divergiert. Man ist vielmehr genötigt, in jedem 
besondern Fall eine besondere Untersuchung darüber 
anzustellen, ob die Reihe konvergiert oder nicht. Ein 
wichtiges Mittel hiefür ist aber die Yergleichung der 
Breihe mit einer andern Eeihe, von der man weiss, ob 
sie konvergent oder divergent ist. Sind von zwei 
Reihen 

U^Uj+Ug+Ug-f 

V=Vj + Va + V3+ . . . 

deren Glieder alle positiv sind, von einem 
bestimmten ab wenigstens, die Glieder der 
einen Reihe alle kleiner als die entsprechen- 
den der andern, d. h. ist z. B. v < Up, so wird 
die Reihe Y konvergieren, wenn die Reihe 
TT konvergiert. Ist dagegen v_>u, so wird 
auch die ReiheV gleichzeitig mitderReihe 
TT divergieren. 

2. Unter den Reihen, über deren Konvergenz oder 
Divergenz sofort entschieden werden kann, ist aber 
insbesondere die geometrische Reihe 

l + x + x* + x»+... 

1 — x'' 

Deren Summe erhalten wir =-; . Die Reihe 

1 — ^^x 

konvergiert für x < 1, divergiert dagegen für x >^1 
Es sei nun für die gegebene Reihe 

U — Ui + U2 + U3 + u^+ . . . 

wenigstens von einem bestimmten Gliede ab, °"^^ <«, 

. Uq — 

wo e einen bestimmten Wert < 1 hat. Wir haben dann: 

^«j 1 <*'i^.o ^«_L . <*"„-Li <«*-^„» ^-_i_ <«*.u u. s.w. 
und somit: 



\ 
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lim K^i + u^+2+ • • O^^n (« + «' + «^ + O + --0 ^•*^- 

<_Un . z , d. h. = 0; 

1 € 

oder die Reihe konvergiert. 

3. Ist dagegen e> 1, so erhält man ebenso: 

1 — c" 
lim (ii„+i + u^+2 + ^n+3 + ---) >,iia* YIIJ, d. h. = Qo; 

die Reihe divergiert. Wir haben also: 

Ist von einem bestimmten Glied ab lim 

" < eund ist e um eine angebbare Grösse 



«« = 



von Eins verschieden, so konvergiert die 
Reihe U. Ist dagegen limes ■ ° _> c und ist e 

n 

um einen angebbaren Wert grösser als Eins, 
so divergiert die Reihe. 

4. Wir wollen ausdrücklich noch hinzufügen, dass 
dieser Satz meistens für die Untersuchung der Konvergenz 
oder Divergenz einer Reihe genügt, dass aber aus 
jeder Reihe, von der wir wissen, ob sie kon- 
vergiert oder divergiert, ein Mittel zur 
Untersuchung der Konvergenz oder Divergenz 
anderer Reihen, abgeleitet werden kann. 

5. Beispiel. Für die Reihe 

Ix x' • x^_ 

rr2'^2T3~^3T4'^4.5+'" 
haben wir 

u„+t_ x.(n+l)(n+2) _ ^^n ^ 

^+ n 
Die Reihe konvergiert also für x < 1, divergiert 
dagegen für x > 1. 



/ 
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§ 60. Konyerffenzsatz fttr den Grenzfall lim -^-^ = 1. 

1. Das obige Mittel zur Untersuchung der Kon* 
yergenz oder Divergenz einer E*eihe versagt für den 

u^ , j 

Fall, dass lim =^ 1 ist. So z. B. für die Keihe 

' u 

n 



1* 2* 3' 



Es ist hier 



lim''-+^- "^ 



^n ('' + 1)' I^Ao-i-' 



1+ — + , 

n n' 



d. h. für n = 00, lim^^ = 1. 

' u 

n 

Um zu untersuchen, ob die Keihe konvergiert oder 
divergiert, vergleichen wir dieselbe mit der B.eihe 

®* = -^ +r^"^ 273"^ 374 + • • * 
deren Wert wir aus § 53 als = 2 fanden und von der 
wir wissen, dass sie konvergent ist. Jedes Glied der 
Beihe S ist aber jetzt gleich oder kleiner als das ent- 
sprechende G-lied der Reihe Sj, d. h. der "Wert der ge- 
gebenen Reihe ist kleiner als der Wert der Reihe S^. 
Er liegt somit, da er jedenfalls positiv ist, zwischen 



^» 



und 2. In der That ist der Wert der Reihe ^ , 

2. Um auch für diesen Grenzfall ein Mittel zur 
Untersuchung zu erhalten^ das in vielen Fällen genügt^ 
gehen wir von der Reihe 

■^m — -1 ni I c\m. ~1~ om l" • • • 

aus. Diese Reihe ist, wie wir bereits sahen, für m = 1 



r 
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divergent. Sie ist dies also noch vielmehr für m < 1. 
So ist z. B. die Reihe 

o L. A.A. A4. 

ebenfalls eine divergente Beihe, indem alle Glieder dieser 
Reihe grösser sind als die entsprechenden Glieder der 

1 1 ' 
Reihe 1 + 17 + -^ + • • • (das erste ausgenommen). 

3. Wir haben für ein beliebiges k: 

_A_+_J_+_i_. + L_ 

(k+l)" (k + 2r (k + Sr (k + k)" 

k k 1 

> oder > -, d. h. > ^ ^ , . 

(k.+ k)"' (2kr 2°k"*~^ 

Daraus finden wir aber: 

s„ = 1 + 4+(4+4W4+4+4+4-) + . . 

°* 2°* \3" 4"/ \5" 6"* 7"" 8"*/ 

1 1 1 1 

> ^ + 2" 2'^™'"^ 2^™""^ 2*™"^ + • • • 

Letztere Reihe konvergiert aber für ^_^ < 1, oder 

2 > 1, d. h. m > 1, also konvergiert auch die ge« 
gebene Reihe 8^ für m> 1. 

4. Nun ist aber: 



u^ /'«a-1^m 



1 



m /m\ 1 



(Wir setzen hier voraus^ dass der binomische Satz für 
jedes m gelte, wie erst in § 64 — 66 gezeigt werden vr 
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Vernachlässigen wir alle Glieder im Nenner nüt 

Ausnahme der beiden ersten 1 -\ , was wir dürfen, 

n 

da für unendlich grosse n, die folgenden Glieder gegen 

— unendlich klein sind, und setzen wir — = a, m=na, 
n n ' 

so heisst unsere obige Konvergenzregel : 

u , - 1 

Ist lim — ^— 1 I und ist a positiv, nähert 
Ua 1 + « 

sich aber mit unbegrenzt wachsendem n der 
Null, so wird die Reihe konvergieren, wenn 
n.a um eine angebbare Grösse grösser als 
Eins ist; sie wird dagegen divergieren, 
wenn na um einen solchen Wert kleiner als 
Eins ist. 

Wir haben hiebei a als positiv vorauszusetzen, 
da für negative a auch m negativ sein würde und die 
£;eihe dann in die andere, stets divergente Reihe 

übergehen würde. 

5. Beispiel, a) Soll die Reihe 

1+1.1+1+ 

untersucht werden, deren allgemeines Glied - » , — r-r 

' ® n*+n+l 

ist, so erhalten wir: 

Un+i_ n' + n+l _ n« + n + l 



lim 



\ (n+ir+(n + l)+l n* + 3n + 3 

1 1 



2 — 2 2' 

^ + '^'^(n*+n+l)n ^"^"^ 

a =— , n a = 2, d. h. die Reihe konvergiert. 
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b) Ist auch hier n a = 1 , so versagt auch dieses 
Mittel zur Untersuchung der Konvergenz oder Divergenz 
einer Beihe und es ist dann in jedem einzelnen Fall 
eine besondere Untersuchung zu veranstalten. 

IX. Kapitel. 

Die Methode der unbestimmten Koeffizienten» 
ümkelirnng von Beihen. 

§ 61« DarStellang einer Funktion durcli eine un- 
endliche Reihe« 

1. Sind irgend zwei nach ganzen Potenzen der- 
selben Veränderlichen x fortschreitende endliche oder 
auch unendliche Jedoch konvergente Keihen gegeben, etwa 

y = a^, 4- 8-1 X + a^^x* + ag X* + . . . und 

y=b,+b,x+b2X*+b3X«+ . . . 
und liefern diese für jeden Wert der Veränderlichen x 
auch denselben Wert y der Ileihe, so müssen die Reihen 
identisch sein, d. h. es muss a^j=:b(j, aj =bj, a, =b2 . . • 
sein» Wir erhalten nämlich durch Subtraktion: 
= (a,-b,) + (a,-bjx + (a,-b,)x«~... 
Setzen wir hier x = 0, so folgt aQ = bQ. Durch 
Division mit x erhalten wir also n 

0=(a,-b,) + (a,-b,)x + (a3-b3)x'+ . . . d. h. für 
x = 0,- wieder aij^^b^. Ebenso ag — b, u. s. w. 

Eine Funktion kann also nur auf eine 
einzige Art, wenn überhaupt, durch eine 
endliche oder unendliche Reihe von Gliedern, 
die »t^eigende Potenzea- einer Veränderlichen 
sind, dargestellt werden. Die Reihe selbst heisst 
Potenzreihe. ' 

2. Eine unnaitti^bare Folge hievon ist: Ver« 
schwindet der Wert einer Potenzreihe für 

S p r e r , Niedere Analysis. 7 
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jeden "Wert der Veränderlichen, so sind 
sämtliche Koeffizienten der Glieder der 
Beihe gleich Null. 



. § 62. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten« 

1. Auf dem in § 61 Entwickelten beruht die Methode 
der unbestimmten Koeffizienten. Das dabei angewandte 
Verfahren nimmt an, eine Funktion lasse sich in eine 
Potenzreihe entwickeln, also in eine B.eihe 

y==aoX + a^x + a3x'+ . . ., 

deren Koeffizienten aber vorerst noch unbestimmt sind 
und zu deren Bestimmung aus den Eigenschaften der 
Funktion Gleichungen abgeleitet werden. Bei der 
gefundenen E.eihe ist aber stets eine Unter- 
suchung über ihre Konvergenz oder Divergenz 
zu veranstalten, denn nur unter der Be- 
dingung ihrer Konvergenz dürfen wir die 
Funktion gleich der Beihe setzen. Einige 
Beispiele werden das Verfahren am besten zeigen, 

2. Beispiel. y = :j k — -r — i^oll in eine Beihe 

X ^ X ~\~ X 

entwickelt werden. 

1 2 X l~x^ =^ (*o ^" *i ^ "1" ^2 ^ "f" ®^ ^ + • • •) 

Hieraus durch Multiplikation 

Ia^, + a^ X + a, x' + ajX* + a^ X* + . . . 
— 2a(,x — 2ajX* — 2.a,x*--2a3X* — .. . 
+ ao.x* + aix' + a2X* + ... 

Setzen wir die Koeffizienten der Potenzen von x 
rechts und links einander gleich ^ so erhalten wir 
(nach § 61): 
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1 = a^ oder a,, = 1 

= aj— 2ao a.^=2 

= aj — 2aj+ao a, =. 3 

= 83 — 2a, + aj a, = 4 

= a^ — 2 ag -|- a, u. s. w. a^ = 5 u. s. w., also 

limes — — = , X = ( H 1 x = x: d.h. die 

letzte Gleichung für j Ut giltig für x < 1 (absolut ge* 
nommen). 

3. Der Nachweis der Bedingungen, unter denen 
die erhaltene Keihe konvergiert, ist nicht immer so 
einfach wie bei obigem Beispiel; so erhalten wir z. B. 

y=-j— ^q-p- = l+x-x»-x*+x«+x'-x»-x^^+..- 

Hier können wir am einfachsten je zwei Glieder 
der Beihe zusammenfassen und erhalten 

y = (l + x)-xHl+x) + x«(l+x) — ..., 
d. h. eine geometrische Beihe^ die für x < 1 (absolut 
genommen) konvergiert. 



§ ^. ümkehrung von Reihen. 

1. Ist eine Beihe y=a^j + ajX+a,x'+a3X®+... 
gegeben, so heisst die Beihe umkehren, aus 
derselben eine Beihe für x, also eine Beihe 
x = A^+Ajy + A, y* + A, y' . . , ableiten. Auch diese 
Aufgabe lässt sich am einfachsten durch die Methode 
der unbestimmten Koeffizienten lösen. Soll z. B. aus 

y = x+-^x' + -^x' + ^x* + ... (I) 
(konvergent für x' < 1). 
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umgekehrt für x eine Reihe in y entwickelt werden, 
so haben wir: 

x = A,+ A.y + A,y»+A3y»-+... (II). 

Hieraus erhalten wir für x = 0; y = 0, d. h. Aq=0, 
öder x=Ajy + A^y^ + Agy^H- . . . Setzen wir für x 
in Reihe L diesen Wert ein, so erhalten wir: 

y=A,y+A,y>+A,y»+..+-^(A,y+A,y'+A,y'+..)* 
+-|(A.y+A,y'+A3y'+..)»+^(Ä.y+A,y*+Ä,y''+..)*+.. 

r. A. y + (A, '+ 1 A.«.) y» + (A. + ^ 2 A, . Ä, + |a. ')y» 

+ (A, + |(2A, . A, + A,»)+|.3A.'A,+| A,')y'+ • ., 

Hieraus, durch Oleichsetzung der Koeffizienten der 
Potenzen von y rechts und links: 

l = Ajc . . - .1 -■:•■- Aj = l 

0=A2 + -2-Aj -^2 — — 2T 

O^Aj + Aj Ajj + -g- Aj* Aj = + -gj 

0^ A44-AYÄ3-f"-'A2*+A^*A:, +-jAj u. s. w. A, =^~ -jy- 
', 1; - ;: . c ''. ,H."8t:- *w.,'a;lso ,..v , 

Ä— y 21^ 3! .4! '^. 5t '" ' V' 

Letztere Reihe ist konv.ergent für jeden "Wert von y. 
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X. Kapitel. 

Die binomische Reihe. 

§ 64« Der binomische Satz für ganze negrative 

Exponenten. 

(i+xr-=--i+(-^)x+(Y)x'+(Y)^'+--- 

(für x' < 1.) 

1. Der binomische Satz ist für ganze positive Ex- 
ponenten bereits in der Algebra erledigt worden (vergl. 
Sammlung Göschen, Algebra, § 30). Es erübrigt uns 
also noch^ den Fall der ganzen negativen Exponenten 
und den der gebrochenen Exponenten zu erledigen. 

2. Um die Giltigkeit der Formel für diesen Fall 
zu zeigen, wollen wir zunächst eine Gleichung von der 
Form A x^-f Bx^+Bx+D=0 betrachten, deren Wurzeln 
X,, x„ X, sein mögen. Subtrahieren wir von derselben 
etwa Axj^-|-ß3:j^+Cxj+D = 0, so erhalten wir eine 
neue Gleichung A(x^— x,')+B(x*— Xj')+C(x— xj=:0, 
die durch x — x^ teilbar ist. Wir schliessen daraus, 
dass die gegebene Gleichung den Faktor x — x^ enthält, 
und dass sie auf die Form A (x — xj (x -^ x^) (x — Xg) = 
gebracht werden kann. Eine unmittelbare Folge hievon 
ist aber der Satz: 

Ist irgend eine Gleichung des nten Grades 
mit einer Unbekannten gegeben, so kann 
dieselbe nicht mehr als nWurzeln haben. 
Hat sie nämlich mehr als n Würz ein, so 
müssen notwendig alle Koeffizienten A, B, C... 
verschwinden und dann befriedigt jeder be- 
liebige Wert für die Unbekannte die Gleichung. 

3. Es ist aber für ganze p und q: 



ice 
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Und somit: 

(1 + X)» . (1 + x)" = (1 + x)H-'i = 





x' + . . . 



=(ny{n''y+('py+('py+- 




Hieraus folgt aber: 

-[ > 

+ 



m 



+ 




p + q 



)• 




+1 



'pV 1 \ 



+ I|)(al2l+- + 




= f^) 



(I). 



Entwickeln wir aber die letzte Gleichung und 
ordnen nach Potenzen von q, so werden wir eine Gleichung 
von der Form 

A.q* + Bq*-'^ + Cq*--+... = 
erhalten. Da diese Gleichung für alle möglichen ganzen 
Werte p und q gilt, so werden wir aber für ein und 
dasselbe p jedenfalls mehr als a Werte q erhalten, 
welche diese Gleichung befriedigen, oder mit anderen 
Worten, es wird überhaupt jeder beliebige 
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"Wert für q der Gleichung genügen, oder die 
Gleichung (I.) gilt nicht nur für ganze p und 
q, sondern überhaupt für beliebige p und 
ebenso für solche q. 
4. Es sei nun 



x'+.. 



X« 



y=(V)+(-i°>+(l>'+(l°) 

Multiplizieren wir die Gleichung mit 

so erhalten wir: 

y.(l + x)» = l + ((-'')+(Y 

+{(5)(V)+0(1°)h-(»)(-o-)) 

= l + (l)^+(2) ^' + (3)^' + •••=!' 
also 

y.(l + x)" = l oder y=-^j^ = (l + xr", 

oder 

(l + x)-'' = l + h'')x+(Y)^'+(l1^'+--- 



§ 65* Der binomische Satz für gebrochene positive 

Exponenten* 

— / \ / \ / \ I 

(l + x)«=l + /i\x + /-£-\x«+/^\x«+/-S-\x* + .. 
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Es sei wieder 

So ist auch 

"='-='i)1i)'1t)-1i^'"- 

und allgemein: 

Setzen wir hierin a=:q, so folgt aber 

y'' = l+x, d.h. y = (l + x)^, oder 

und hieraus 



§ 66. Der binomische Satz für gebrochene negatire 

Exponenten* , 
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Nehmen wir auch hier wieder an, es sei: 

so erhalten wir durch Multiplikation mit 
l + x)T=/'^\ +/'XP\x+/l-^x» + ... wie in § 64.4. 

y.(l+x)<i = l, oder y = (14-x)i, also 
(l + x/=l + /=^W/^\x' + ... 



§ 67* Konvergenz and Divergenz der Binomialreihe. 

1. Wir haben es bis jetzt unterlassen, zu unter- 
suchen, unter welchen Bedingungen die Binomialreihe 
konvergiert oder divergiert. Erinnern wir uns, dass 

q \ /q\ q^n 

^n+1) \^n;-n + l 
ist, so erhalten wir aus der B-eihe für (l+x)*i 

lim = , ^ . X = — T- X = — X, oder : 

u n + 1 1 

n " ^ J- 1 + — 

n 
Die Binomialreihe konvergiert stets für 
positive oder negative x kleiner als Eins. 

2. Ist x = l^ so bedarf es einer weitern Unter- 
suchung, ob die Beihe konvergiert oder nicht. Wir 
haben wieder 



lim 



n„ 11+ 1' 
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Wir finden hieraus, dass für jedes beliebige q und hin- 
reichend grosses n der Quotient lim °"'" negativ wird, 

oder, dass die Glieder der Binomialreihe für diesen Fall ab- 
wechselnd positiv und negativ sind. Es genügt also, wenn die 

u .^ 
Glieder überhaupt abnehmen oder der Quotient lim ""^ 

kleiner als Eins bleibt. Dem ist aber so für n — q < n + 1, 
das heisst: 

Ist x = + l, so konvergiert die Beihe für 
alle Exponenten die > — 1 sind, und es ist 
für einen solchen Exponenten also 

3. Nehmen wir dagegen x = — 1, so haben alle Glieder 
der Reihe, von einem bestimmten ab wenigstens, dasselbe 
Vorzeichen. Wir haben aber jetzt: 

u^+i n-q 1 _ 1 

lim = j— 7 — r-T — 3— j > 

u^ n + 1 . q+1 1 + « 

n — q 

also n.a= .(q+l)=q+l' Also: 

n — q 

Für x = — 1 dagegen konvergiert die Reihe 
nur noch für positive Exponenten q. 

§ 68. Binomialreihe für (a+b)'' 

(a + b)»=a" + (j)a--^b+(g.a»--n« + (5)a»-"^b'+.. 
Setzen wir in der Formel für (1 + ^)" ^^ ^ ^®^ 

Wert — und multiplizieren wir mit a" so erhalten wir 
a 

die Binomialreihe für (a + b)"; 
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^\ .n-lu-rm«B-.2u2 



(a+b)° = a" + h .a"-^b + 



a 



^2j 

Ueber deren Konvergenz gilt das in § 66 Ge- 
fundene in entsprechender Umformung der Bedingungen. 

§ 69, Umwandlung' von Wurzeln in unendliche Reihen* 

1. Soll z. B. die Quadratwurzel aus 50 in eine 
unendliche Beihe verwandelt werden^ so wählt man 
das Quadrat, das 50 am nächsten liegt, also 49. Man 
hat dann 

"^^^2*49 8'49*^16'49« 128'49*^*"^ 

^^H+l 1_1 1a +.1 1a -^ 1a +1 ^A - > 

""^ ^2*49 4*49^^2*49^ 8*49^^ 10*49 * "^ 

= 7,071 067 81187. 

In letzterer Gleichung bedeutet A immer den "Wert 
des vorangehenden Gliedes der Beihe. 

Ebenso ist 

,^==,/36=I = )/36(l-4) = 6(l-^)" 

2. Ist kein Quadrat vorhanden, das nahezu gleich 
dem Badikanten ist, so würde diese Art der Auflösung 
auf wenig rasch konvergierende Beihen führen. Man 
sucht dann aber durch passende Umformungen zu andern, 
zur Berechnung besser geeigneter, Beihen zu kommen. 
So hat man z. B. 

3 r 64, 
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3. Wie die Quadratwurzel kann jede beliebige "Wurzel 
auf diese Art in eine Reihe verwandelt werden, so z. B. 

u. s. w. 
XI. Kapitel. , 

Die Exponentialreihe. Die logarlt bmisehe Beihe. 

Logarithmen. 

§ 70. Die Zahl e, 

1 J^ 1^ jL^ 

■ e — l + ij'-+ 2! + 31 + 4! +••• 

1. Es ist nach dem binomischen Satz 

'+ir='+(T)v+(")^.+(?);l. + - 

_ m^ 1 m.(m— 1) 1 m(m— l)(m— 2) 1 

Eieraus erhält man für m=: oo 

/ 1\™ 1111 

"™(l+m)=« = l + rT + 2! + 3! + 4T+--- 

= 2, 718 281 8284. 

2. Die Reihe für e selbst ist konvergent, indem 

lim = — , ist. 

Ujj n' 

3. Die Zahl e selbst ist, wie wir sehen werden^ die 
Basis des natürlichen Logarithmensystems und nimmt 
überhaupt in der niederen Analysis wie die Zahl tc eine 
ungemein wichtige Stelle ein. Sie ist wie die Zahl n 
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iri^at.ional und kann also durch keinen Bruch dar- 

r 
gestellt werden. Wäre e nämlich = — , so erhielten 

wir durch Multiplikation der Beihe mit s! aus der 
Beihe eine ganze Zahl und die Beihe 

1 ,• •■ 1 ■ , -1 , 

. s + l^{8+l)(srf2)"^ (s-|-l)(8+2)(s + 3) '^-•\ 
und es müsste der Wert dieser ßeihe ebenfalls eine 
ganze Zahl sein. Der Wert der letzten Heihe ist 'aber 
kleiner als der Wert der Reihe 

*^ /„ - 1 -«Na i^ /~ i 1 \2 1^ • • • ■■ . 



s+1 • (s-hl)' ' (8+1)' 

1 

also kleiner ajs — ^, also, unmöglich eine ganze Zahl 

s • ■ 

r 
und somit kann auch e nicht gleich dem. Bruch — sein. 

... • ■ s 

4. Aus dieser Betrachtung folgt auch, dass der 
Fehler, den inan begeht, wenn man die Beihe nur bis 

zum Gliede —7- nimmt < — 7 ist. So finden wir z. B. 

s! s.sl 

l+>+if + i+4!+ir + ¥!=2.n8 055... 

y . ...» • , • •■ 

Der Fehler^ den wir begehen, beträgt weniger als 
^ ^ 0,00023. 



6.61 4320 



• • • 



§ 71* Die Exponentialreihe« 

e =l+iy-r2T""^3T'^4l' ' 
1. Wii: haben ebenso 
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Setzen wir aber für m den Weri^ .x, so erhalten 
wir auch: 

/ X \f^^ I 1 \^x 

(i+TTt) =(i+7-) ^^''^''^ 

- X X^ X* X* 

e"" = 1 + yy + 27 + 3]" + Jf + • • • 
2. Diese Reihe konvergiert für jeden Wert für x, 



in dem lim — ^ == — beliebig klein gemacht werden 

kann. Die Reihe selbst heisst die Exponentialreihe. 
3. Wir können diese Reihe auch durch die Methode 
der unbestimmten Koeffizienten ableiten. 

Da a^ für x = den Wert 1 annimmt, können wir 
setzen: 

a^=l + Ax + Bx' + Cx«+ . . . und 

ay=l + Ay + By* + Cy«+ . . . 
Durch Multiplikation erhalten wir aber daraus: 

a^+y=l + Ax(l + Ay + By« + Cy«+ . . .) 

+ Mx* + Nx»+... 

= l + A(x + y) + B(x + y)^+... 

=:i + (A+2By+3Gy*+4Dy»+...)x+Px«+Qx»+.. 

Hieraus erhalten wir aber durch Gleichsetzung 

der Koeffizienten 

A = A, A = A 

A^ = 2B, B = ^ 

AB = 3C, C = |v 

A* 
AC=4D, D = -^ u. 8. w., oder 
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Setzen wir hierin A = 1 , so erhalten wir, wenn wieder 

e = l + y|- + ^+ 37 . . . ist: 

V 1 JL ^W J^ 

e-=l+Yj-+2J-+3J-+... 



X. 



§ 72. Die Reihe für a 
a _l-i — 5 1 si f ^i r 



• • • 



1 ' 2! ' 3! 

Wählen wir die Zahl e zur Basis eines Logarithmen- 
systems und bezeichnen die zu dieser Basis gehörigen 
Logarithmen zum Unterschied der Logarithmen der 
Basis 10 mit 1 oder mit log. nat., so erhalten wir für 

e^=ra, y = la unda^=e^^=e^ *. Setzen wir diesen 
Wert in die Exponentialreihe ein, so erhalten wir aus 
derselben 

la.x (la)\x^ (la)3x3 
a -l-h II ^ 2! ^ 3! +••' 
Diese B.eihe konvergiert für jeden Wert a und x. 

§ 73. Das natürliche und das künstliche 
Logarithmensystem. 

a -i-j-x.^^^^ + 2r\\^l ^ 3!\logeJ ^ 

log e = 0,4342044819. 

1. Unter den Logarithmensystemen sind es zwei, 
die durch ihre Eigenschaften sich vor allen andern 
auszeichnen. Es sind dies das künstliche und das 
natürliishe Logarithmensystem. Das künstliche hat den 
Vorzug, dass es sich am besten für unser dekadisches 
Zahlensystem eignet^ indem die Potenzen der Zahl 10 
unmittelbar gegeben sind. Das natürliche Logarithmen- 



... 
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System dagegen hat den Vorzug, dass alle Formeln 
und Reihen, die in ihm auftreten, die einfachste Ge- 
stalt annehmen* Die Basis dieses Systems ist die 
Zahl e. Die natürlichen Logarithmen sind zudem die- 
jenigen, die in der höheren Mathematik beinahe aus- 
schliesslich vorkommen. Ausserdem können die künst- 
lichen Logarithmen auf eine einfache Art aus den 
natürlichen berechnet werden. Es sei nämlich 10 = e*. 
Wir haben dann 1 = x log e. Ist ebenso a= 10^ = e* % 
also log a = y, la = xy, so haben wir 

log a =^ 1 . a . log e . . , (I). 
=:la, 0,43429448... 

Da weiter aus 10 =e^ auch 110 = x sich ergiebt^ so 
folgt noch 

1 a — log a . 1 IQ = log a . 2,30258509 . . * (II). 

Die künstlichen Logarithmen werden also aus den 
natürlichen durch Multiplikation mit 0,43429448 erhaltea 
und ebenso finden wir die natürlichen durch Multipli- 
kation mit 2,30258509 aus den künstlichen. 

Die Zahl 0,43429448 = log e = j^ heisst der M o d u 1 

des künstlichen Logarithmensysteras. 

2. Setzen wir in die Gleichung für a* für 1 a den 

Wert , , so geht die Gleichung über in 



a^ 



_i . /loga\ ^ . /loga\^ 3l' , /logay x^ 
~ '^my' l"^Voge; •2!/'Vloge/ ' ^[ 

§ 74. ]]lie logarithmische Reihe. 

1. Es ist (l4x)==:e^(^+^)=^ + nii^r mit be. 
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liebiger Annäherung für sehr grosse m. Daraus folgt 
aber: . , . , . 

' m 

Setzen wir hierin m = — , so erhalten wir aber hieraus 

y 

wieder: 

"■^^ 1.2 "^ 1.2.3 

, l.(y-l)(y-2)(y-3) 

■^ 1.2.3.4 "^••" 

Ist m unendlich gross und y also =0; so folgt 

X* x' X* 

daraus : l(l + x) = x ö""^""« T"^**' 

2. Wir hätten auch diese Keihe durch die Methode 
der unbestimmten Koeffizienten ableiten können. Nehmen 
wir an, dass 

l(l_|_x) = A + Bx + Cx' + Dx»+... 
so finden wir zunächst für x=:0, 11=0, A = oder: 

l(l + x)=: + Bx+Cx« + Dx«+... 

Ebenso ist: 

l(l + x + y) = + B(x+y)+C(x + y)« + D(x + y)«+... 

= + Bx+Cx*+Dx« + ... + y(B + 2Cx + 3Dx» + ... 

+ My' + Ny»+... 
Femer ist 

i(i+x+y)=l(i+x)(i+j:^)=l(i + x)+l(i + ^) 

= Ax + Bx« + Cx»+... + Bj^+(^J.Cx + ... 

=Ax+Bx^ + Cx« + ... + By(l— x+x«— x»+x*+...) 

y« 

jB + . . . 



S p r e r , Niedere Analysis. 8 
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Werden die Koeffizienten von y in diesen beiden 
Gleichungen für 1 (1 + x -|- y) einander gleich gesetzt, so 
erhalten wir aber 

B(l — x + x« — x'^ + x*— ...) = B + 2Cx + 3Dx» + ... 

B = B, B^B, 

-B = 2C, C:=~|-, 

+ B = 3D, D = + 4» 

— B=:4E, E zi= -r- u. s. w., also 

4 

x' X^ X* 

l(l + x) = B(x- — + — -— + ...) 

Wählen wir zur Basis unseres Logarithmensystems 
aber die Zahl e, so erhalten wir: 



X* . X« X* 



Bvx^x« + x«-^.. , B^(x-x' + x»-.. ,, . 
-1+ Yl '■ + 2! ^ +••• 

und hieraus B = 1. 

3. Es erübrigt uns noch die Konvergenz der B.eihe 
für 1 (1 -(- x) zu untersuchen. Es ist klar, dass die E.eihe 
konvergiert für positive und negative x kleiner als Eins. 
Ist x = -[-l, so küi vergiert die Reihe gerade noch, da 
die Glieder ab.ieii.ii.u und abwechselnd positiv und 
negativ sind, ist dagegen x=: — 1, so divergiert die 
Beihe. Dass tur diesen Fall die Beihe divergieren 
muss, geht auch daraus schon hervor, dass 1 o = — oo ist. 

4. Insbesondere erhalten wir also: 

12-1— ^ + ^-^ + -i— i- + 



1.2 ' 3.4 ' 5.6 ' 7.8 
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§ 75. Weitere Belheil znr Berechnnngr der Logarithmen. 

1. 2P+1 1. 1 , 1 , 

2 q 2q+l"^3(2q+l)"''"6(2Q+l)'''^*** 

2 ' 2.x" ' 4.x* ' 6.x* ' 

1. Wird anstatt x in der logarithmischen B.eihe — x 
gesetzt^ so erhält man 

« ^ «. ^^ ^^ J^ 

l(l-x) = x+2- + -^ + j+... 

Hieraus folgt durch Subtraktion dieses Wertes 
von dem Wert für l(l+x) die erste Gleichung. 

_ 1 + x , _ . z — 1 

2. j ür -r— — = z erhalten wir x = — ;— 7. 

1 — X z + 1 

Diese Werte in die erste Gleichung eingesetzt, 
giebt die zweite Gleichung für -^ 1 z. 

3. Wird ebenso z = gesetzt, so erhält 

1 — X q ® 

man x=:r — rr und hieraus die Gleichung 3. 
2q+l 

4. Aus 1 (1 + y) folgt weiter 



(•+t)= 



1 



X+1 w. X 1 1 1,1 



X 

Ebenso ist: 



i(i+^)_i.^-__+— _ 



l(l-|)=l(x-l)-lx=-l-^ 



x'' 3 X« 4 X* 
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Daraus folgt durch Addition: 
l(l + ^)(l— ^) = l(x+l)+l(x-l)-2l(x) 

= ~ ^(,2?'"'" 4?+ 6? + * • V 
oder: 

l(x+l) + l(x-l) 111 

So ist z. B. 

13_ü±i2, J_, J_, J_ , 

^~ 2 ^2.5*^4. 5*^6. 5'^*" 
5. Die hier entwickelten Beihen sind zur Be- 
rechnung der Logarithmen deshalb geeigneter, weil sie 
rascher konvergieren als die Reihen für 1 (1 -|- x) und 
l(l-x). 

XII. Kapitel 

Die trigonoiiK^trischeii Funktionen. 
Imaginäre Logarithmen. 

§ 76* Die Reihen fftr sin x und cos x. 

sinx-x-g, ■T"5!~7!"^"* 
x^ x^__x« 

1. Setzen wir in den Exponentialreihen anstatt x 
den Wert ix, so erhalten wir 

® ""^^ 21"*" 4r~6T 
= cosx + i.sinx. 
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2. Um die Kichtigkeit dieser Formel zu zeigen^ 
benützen wir zur Ableitung der Bleiben für sin x und 
cos X die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Es ist: 

cos(x + y) + cos(x — y)=2cosxcosy. 
Setzen wir, da cos 0=1 ist, 

cosx=l + Ax' + Bx* + Cx'+ . . ., 
was wir thun dürfen, da cos( — x) = + cosxist; so er- 
balten wir: 

cos(x + y)+cos(x — y) = 2+A((x + y)« + (x — y)«) 
+ B((x+y)*4-(x-y)*)+..=2+2(Ax«+Bx*+Cx\.) 

+ 2(A+(2)Bx^+(^)cx*+...)y« + My*+Ny«+... 

2cosx.cosy = 2(l + Ax* + Bx*+Cx«+...)(l+Ay' 
+ By*+Cy«+ . .^) = 2(1 + Ax« + Bx* + Cx«+ . . .) 
+ 2(1 + Ax» + Bx*+ . . )Ay' + Ey* + 8y«+ . . . 
Hieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten vony': 
A = A also A = A 

©«=^' «=^7 

(«)C=AB C=^ 

^ Ax« A' ,A» ', 

C08X= 1 + -2j- + -^ X*+ gy x«+ . . . 

3. Ebenso sei: 

sinx=AjX + BjX* + CiX^ + Djx'+. .. 
Setzen wir diesen und den gefundenen Wert für 
cos X in die Gleichung sin 'x + cos*x = l ein, so er- 
balten wir: 
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und hieraus: 

A,« + A = 0, also Aj5:=:)/=:ä; 

Es ist also: 

x' A x' . A* 

sinx=)/— A.(xH — ^H ^]— + • • •)• 

4. Zur Bestimmung von A dient aber der Umstand, 
dass für sehr kleine Winkel sin x = x gesetzt werden 
darf, d. h. wir erhalten für sehr kleine Werte von x 

x' A 

x = +V— A(x+-^^ — I-...)» y— A=l, A= — 1, also: 

X« .X* X« . X» 



cosx = l--, + --gy + -gj 
sinx_x— ^j-t- ^j 7i"r--- 



§ 77. Relationen zwischen den Funktionen gin x. 

cos X und e*** 

cos X = 7z sin X = 



2 2i 

(sin a -f i sin a)" = cos n x + i sin ii x. 

Wie wir sahen ist 

e* * = cos X + i sin x. 
Setzten wir anstatt x, — x, so erhalten wir ebenso : 

e"~ =cosx — isinx. Büieraus folgt: 

e +e . e — e 
cosx= , sinx= ö • W 

2. Aus e** .e*y =0*^^+^^ folgt weiter: 
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(cosx + isiöx) (cosy + isiny) = cos(x-j-y) + isin(x+y), 

ebenso: (2.) 

(cos X -f- i sin x) (cos y + i sin y) (cos z + i sin z) 

= cos(x + y-|- z) + i8in(x + y + z). 

Insbesondere folgt daraus: 

(cosx+sinx) =cosnx + i8innx. (3.) (Vergl. Samm- 
lung Göschen Nr. 47, Algebra § 31 ; Satz von Moivre.) 

3. Werden in der Gleichung (2) die reellen und 
imaginären Werte einander gleich gesetzt, so erhalten 
wir daraus: 

cos (x -|- y) = cos X cos y — sin x sin y 
sin (x + y) = sinx cos y + cos x sin y. 

TJeberhaupt lassen sich auf diese Art beinahe alle 
trigonometrischen Delationen zwischen Winkeln leicht 
ableiten und wollen wir uns beschränken^ darauf hin- 
zuweisen. Der strenge Beweis dafür^ dass diese Funktionen 
cos X und sin x mit den trigonometrischen übereinstimmen, 
kann erst durch die Differentialrechnung geliefert werden. 
Betreffs der Verwendung des Satzes von Moivre zur 
Lösung der Gleichung x"+ 1 = müssen wir auf Samm« 
lung Göschen^ Algebra, § 31 verweisen. 

§ 78. Die Reihen fttr tangx und cotx. 

. , X« 2x» 17x' , 

tangx==x+-3- + ^g-+3jg- + ... 

= 2«(2--l)|Lx + 2*(2*-l)|i.x« 

+ 2*(2*-l)?^x»+... 

f __L/i__x^ ^ 2x« X» . 

^"- X ^^ 3 ~ 45 ""»45 ""4725 ^ 

^ ri— 2»— T»-2*— T* — 2« ®* T« 
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1. Es ist 

x' x' x' 

sinx ^""3T''"5y""7T + *" 

tantr x = = s 1 = 

° C08X x' X* x' 

^"2r "*" IT ""6T"^*" 

= x + Ax» + Bx'^ + Cx'H 

Die Glieder x', x*, x" . . . fallen weg, indem 
tang( — x) = — tangx ist. 
Daraus folgt aber: 

--i_A-^ A ^ l._ 1_ 2«(2^-1) 

3!"" 21' 2! 3! 3 "" 2! '^ 

1 AI 1 1 A 2 

5! 2!"^4!' 5! 4! "^ 21 15 

_ 2^(2^-1) 

_Jl~P__Ä4.A_± p_17_^ 2V2'~1) 

71"^ 2! "^4! 6!' 315 61 ^» 

u. s. w. Hiebei sind B^ B,, B, die Bernoullischen 
Zahlen. 

2. Ebenso erhält man die Beihe für cot x, indenk 

man setzt: 

x^ x^_ 

cosx ^ 2!''"4!""**' 

cot X = —. = ö g 

smx x" x** 

^■~3T '*' 5T"~"** 



§ 79« Reihen für cosmx und sinmx. 
cosnix = co8'"x— (^jcos"~"*x.8in*x4-Wco8"*^X8in*x 

— f^)cos"-*xsinx« + ... 
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sin m X = (^ j . cos"~' x sin x — (?) cos"*"** x • sin' x 

cos x""^! . sin'x — • • • 



+©• 



1. Es ist nach dem Satz von Moivre: 

cosmx4-isinmx = (cosx + isinx)"=: 

cosx™ + i • { 1 ) cos" "^ X . sin X + i' • ( 2 ) cos"""^ x . sin'x 

+ i'( „|cosx™~*8inx + i*.j . jcos'"~^xsin*x+ .. . 

Darch Gleichsetzung der reellen und des imaginären 
Teile rechts und links gehen hieraus unmittelbar die 
Formeln für cosmx und sinmx hervor. 

2. So erhält man z. B. : 

cos2x = cos*x — sin'x=l — 2sin*x = — l + ^cos'x, 
cos 3 X = cos'x — 3 cos x sin' x =4 cos' x — 3 cos x, 
cos 4 X = cos* X — 6 cos' x . sin' x + sin* x 

= 1 — 8 cos' X + 8 cos* X, 
cos 5 x= cos*x — 10 cos* x sin' x -[- 5 cosx sin* x 

= 16cos*x — 20 cos* X + 5 cos X u. s. w. 
Ganz ebenso findet man: • 
sin 2 X = 2 cos x sin x, 
sin 3 X = 3 cos* x sin x — sin* x, 
sin4x = 4cos*xsinx — 4cosxsin*x, 
sin 5 X = 5 cos* x sin x — 10 cos' x sin* x + sin* x u. s« w. 

§ 80« Beiheu für cos*x and sin*x. 

2"~'co8"x=co8nx+(5[jco8(n--2)x+(2)^®*('^'~*)*+»« 

+ -«" I — I i^^^^ ^ gerade), 



n — 1 
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2"""^cos" X = cos nx + f^) cos (n— 2) x + (g) cos (n— 4) x+ . . 

cosx (wenn n ungerade), 
2 

(—1)* . 2""^ . sin" X = cos nx — (^j cos (n - 2) x 
+ Q cos (n - 4) x+ . . . + -|-(— ) (^^ »«>•»*« ^)y 

B-l 

(-1) * . 2"-* . sin X == sin nx — (j) cos (n — 2) x 

+ (ojcos (n — 4) X — • . . + 1 ^ — ^ j cos x (für ungerade n). 

1. Setzen wir 

cos X + i sin x = r, cos x — i sin x = s, 
so erhalten wir rs = l und 

2cosx = r + 8, also: 

2'^co8-x = (r+s)» = r« + Qr'^-^-hQr'*-28'+... 

= (r"+8'») + Q(r'^-Vrs^-^)+(5)(r"-^s+rV-*+)+.. 
Hierbei ist das letzte Glied dieser Beihe für gerade n 

In n 



1 



2 

und für ungerade n dagegen 



\^)V' .s'^+r"^.s"^) 

Berücksichtigen wir aber, dass r s = 1 ist, so folgt 
daraus weiter: 



^l/-n— 2 I „n— 2\ i /n\/ n— 4 i ^n— ^ 



2"cos"x=(r''+s")+(ij(r"-'+s'-0+(2l(r''-*+s»-')+.. 
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Nach dem Satz von Moivre haben wir aber ferner: 

r^ + 8^ = (coBx +i sin x)^ -{- (cos x — i sin x)P 
= cos p X + i sin p x + cos p x — i sin p x = 2 cos p x, 
also wird: 

2'''"^cos°x = cosnx+l jcos(n — 2)x+(2)cos(^— ^)^+«- 
wobei das letzte Glied — f n ] oder ( n — 1 1 cos x ist, je 




2 
nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Ganz ebenso ergeben sich aus (r — s) die Formeln 
für 2''"^ sin x. 

2. Insbesondere erhalten wir: 
2cos'x=cos2x+l 
4 cos*x = cos 3 X + 3 cosx 
8 cos* X = cos 4 X + 4 cos 2 x + 3 
16cos*x = cos5x + 5 cos3x + 10cosa. 
32 cos'x = cos 6 x+ 6 cos4x-f- 15 cos2x+ 10 

2sin'x= — co8 2x-{-l 
4sin'x = — sin 3 X-)- 3 sin a. 



§ 81. Die Reihen 

Si =l + xc08a + x'cos2a4-x*cos3a+ . . • 

1 ~ X cos g 
1— 2xcosa+x* 

S2 = l + X8ina + x*8in2a + x*ßin3a+««» 
^^ __jt8ina__ 

^^1 — 2xcosa-Hx" 

1. Wir haben Sj + i . S, = 2 + x (cos o + i sin a) 
+ x'(cos2a + isin2a) + . . . oder: 
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S, + iS, = l+i+x.e«* + x».*«* + x»e'«'+... 

= i+(l+(x.e«*) + (x.e"y + (^-e'^y+..-} 

= ij f =1^ i 

l xe"* 1 — x(cosa + isina) 

(1 — X cos a + i X sin a) 

(1 — X cos ay -f- x' six' a 

1 — cosa I • /t I xsina 

~" l--2xcosa + £»^"''^^^'*" 1 — 2co8a + x' 

Hieraus folgen durch Gleichsetzung der reellen 
und imaginären Teile die obigen Beihen. 
2. Gleicherweise lässt sich jede B.eihe 

S' = a + bxcoso + cx'cos'2a4-dx'cos3a4-. . • oder 
8', =a + bxsina + cx*sin2a + dx'sin3a+ . . . 
summieren^ wenn die Summenformel für a-)~bx-|-cx* 
+ d X* + . . . bekannt ist. 

§ 82. Imaginäre Logarithmen. 
la = a + 2k;f i, 1(— a) = a+(2k;p + l)i, 

l(a + bi) = Yl(a> + b') + y + 2k7ri, 

1 li 



71 



2 i 

1. Für irgend eine ganze Zahl k ist, 
cos2kap + isin2k;r = l, also 



e+^'^'^l. 



Hieraus finden wir aber, wenn a = e . 

a = e =e und also: 

Ia = a-f2k7pi. 
Zu jeder positiven Zahl a gehören also 
unendlich viele Logarithmen, es ist von 
denselben aber nur einer reell. 
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2. Ebenso ist für ganze k 

cos(2k+l);r + i8in(2k+l);r = — 1, 

odere±(2^^+''>^ = -l, also 

-a = eVl) = e*+(^^+^>^^der 
l(_.a)=:o + (2k + l);ri. 

Die unendlich vielen Logarithmen einer 
negativen Zahl sind also alle komplex ima- 
ginär. 

3. Weiter ist 



cos 



(+2k + -^L + isin(+2k + l);r=i, 
oderi = e±'^^* + T^^ 



also 



ai = e".i = e«±2k;ri4-y^iund 
l(ai) = a + 2k;ri+ — ;riund 

1( — ai) = ajf 2k;ri — -^ n\. 

4- 2k;ri+ — n i 
Insbesondere folgt aus i = e"~ ' fürk=0 

— ni 1 

noch i = e * oder : 1 i = _ _ ^ i, oder endlich : 

1 11 

4. Ist endlich eine komplexe Zahl a-j-bi gegeben, 
so haben wir: 

a + b i == r (cos qp + i sin 9 )= r ((cos(9?+ 2k^) 

+ isin(y + 2k;r)) = r.e^^+^^^* 

Hiebei ist: 

b b 

r'=a*+b*, — = tang9? also^ = arc tang — . 
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Daraus folgt aber: 

l(a + bi) = lr + iy + 2k;ri 

= — l(a* + b*) + 2k;Ti + iarctang. 



Die Zahl r heisst der Modul der komplexen Zahl. 

XIII. Kapitel. 

Die hyperbolischen Fanktionen. 

§ 83. Definition derselben. 

©t«X J?ili"_?Zl==:X + ^ + ?:! + ^ + . . . ■ 

2 ^21^41^61 

Zerlegen wir in analoger Weise wie e ^ in cos x und 

sin X den Wert e selbst, so erhalten wir die hyperbolischen 
Funktionen @tn x und (£o§ x» Aus diesen entstehen in 
gleicher Art die weiteren hyperbolischen Funktionen. 
Die Beihen für ®0i8 x und ®ltt x sind stets konvergent. 

§ 84« Relationen zwischen den hyperbolischen 

Funktionen. 

Zwischen den einzelnen hyperbolischen Funktionen 
existieren wie zwischen den trigonometrischen Funktionen 
eine Beihe von Gleichungen, deren Ableitung aus der 
Definition derselben sich unmittelbar ergiebt. Wir be- 
gnügen uns deshalb , die wichtigsten derselben auf- 
zuführen : 
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1. eog'x — (Sin'x = l. 

2. eo5(x4:y) = eoSxeo«y + ©inx®iny. 

3. ®in(x + y)=:®inx6oi8y + Eo§x@iny. 

4. eo52x=:eo«'x+@in'x. 

5. ©in2x = 2®mxeo3x, 

6. eoSx+l = 2©o«'-|-. 

7. (Sogx— l = 2®in*Y. 



8. SEang y^]/ 



6o8x — 1 



eo«x+i' 

Ihr Zusammenhang mit den trigonometrischem 
Funktionen findet weiter ihren Ausdruck durch die 
Formeln : 

9. 6oj3 X = cos X i, ©in x = — i sin x i. 

Hieraus folgt durch Benützung der obigen Relationen : 

10. iio»(x±^ i)=+i®inx, ®in(x+|- ij=+ieo8x. 

11. ©od (x + ^)=— So5x, ®in(x + ;ri)=: — ®inx. 

12. ®oS (x+Y ^i)=+®mx, ®infx+— Tri j^^+iSoigx. 

13. 6o8(x + 2nwi)=:eo«x, ®m(x+2n7ri)=®inx. 

§ 85. Berechnung der hyperbolischen Funktionen. 

x = ltfir(45 + |). 

Zur Berechnung der hyperbolischen Funktionen 

setzt man ©o§xr= . Dann ist nach bleich 1 in 8 84: 

cosy ^ *^ 

2- — ®in' x = 1 oder — 1 + T" = ^ang* q) = ®in* x, 

cos 9P ' C08 9) ° 

also: ®inx=!tang9). 
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Zur Bestimmung von x aus fp ergiebt sich aber aus 
e* = (£o)8x+@inx hieraus: 



e^ 



x = ltang(45 + -|). 
XIV. Kapitel. 

Die cyklometrischen Fanlitionen. 

§ 86« Die Reihen fttr arcsinx und arccosx. 

_ - 1 sin'x ■ 1,3 sin'x 1,3,5 sin^x , 

x-slnx + ^. g -i-2.4*~5 ^2,4.6* 7 +••' 

1. Setzen wir sin x = y, so folgt aus der Heihe 



■»■8 .„5 —.7 

X . X X 



y = x— 37 + ^ — ^+. .. lind aus 

x = A.y + By' + Cy» + Dy*+ . . . (Umkehrung der 

Eeihe in § 76.) 

zunächst, dass die geraden Potenzen von y verschwinden, 
indem in der ersten Keihe x mit y das Vorzeichen 
wechselt. 

"Wird für y in der zweiten B.eihe der "Wert aus 
der ersten B>eihe eingesetzt, so erhalten wir daraus: 

/ x^ X** x' \ / X* 

^ = ^r~3! + 5!""7!+---j+^i^^3! 

X* \8 

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten der Potenzen 
von X finden wir hieraus: 
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1=A, also: A=sl 



3! ' ' 3! 2 • 3 

A 3 3C 5E 5 _ 1.3.5 1 

u. s. w. Es ist also: 

,1 y» 1.3 y' , 1.3.5 y' , , 

^=y+T'T+27t •T+2:4:6-T+--- ""^"'^ 

1 sin'x 1.3 sin^x 
x = smx + -2-.-3-+2TT~57 
1.3.5 sin'x 



2.4.6' 7 



2. Setzen wir hierin für x den Wert — — x, so folgt 



aus der E.eihe 

TV 1 cos* X 1.3 cos® X 

x_- — cosx— — .-^ 274~y" 

1.3.5 cos'x 

""2T476'~7~"''-- 
3. Die beiden für x gefundenen Reihen sind stets kon- 

vergent; für sin* x, resp. cos' x < 1^ da lim = sin* x 

n 

resp. = cos* x. Sie sind aber auch noch konvergent für 
sin X oder cos x = 1 , denn wir finden für diesen Fall : 

a= ^ — und also na^-^, d. h. na> 1. 
2 n 2 ' 

u (2n-l)* 4n*~4n +l 

llTTl ' — 

™ Ua 2n(2n + l) 4n* + 2n 

1 1 

~", , 6n— 1 ~ , 3 • 

1+ Tzmr: i + 



4n* + 2n ' ' 2n 

S p r e r , Niedere Analysis. 



n 



• • • 
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§ 87. Die Beihen fttr arctangx und arccotx. 
x = tangx — ytangr'x+ytangr'x—y tang'x + 

1. Ganz ebenso finden wir aus der B.eihe für 
tangx durch TJmkehrung die Beihe für arctangx. Wir 
können aber auch noch einen andern Weg einschlagen. 
Es ist 

2ix ®*^ cosx-f-isinx l-|-i tangx 

e— »* cosx — isinx 1 — itangx^ 

1 — 1 tang x 
Entwickeln wir diesen Wert nach § 75 in eine 
Reihe, und dividiieren wir mit 2i, so erhalten wir 

x = tangx ^iSi.ixg^:s.-\--^idi,VLg^:s. =- tang'x+ . . . 

2. Setzen wir auch hier wieder für x den Wert 

7t 

— X, SO folgt daraus: 

71 1 , 1 ^ 

x = — — cot X + -^ cot^x ^ cot*x-f- . . . 

3. Diese beiden für x erhaltenen Reihen kon- 
vergieren für jeden Wert von tang x resp. cotx<l. 
Sie sind gerade noch konvergent für einen Wert = -\-l, 
(§ 60), sie divergieren %ber für Werte > 1. 

XV. Kapitel. 

Die Berechnnng der Zahl n. 

§ 88. Berechnung von it aus der Reihe für arc sin x. 

1. Setzen wir in der Reihe für arc. sin x für x z. B. 

den Wert-Tj-, so erhalten wir die Reihe 

i^_J_ , ■_!_ , _3 5 / .^ _ • !L-.l^ 

-6 "" 2 "^48 ■^1280"^14136"^***\ "^^'^e"" 2/ 
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„ 1 

2. Ebenso erhalten wir fürx = -j-, sinx=:~}/2 

7t 1 _ 1 1 _ 1 , 1.3 1 ,^ 1 ■ 

4 — \2 "^ 2 \2 / • 3 "^2.4' 5 \2/ 
1,3.5 1 / 1 \* , L- 

+ 27476- 7\'2";+**V'^^ 

3. Auf die gleiche Art können wir noch beliebig 
viele Beihen für n ableiten. 



§ 89. Berechnung yon n aus der Reihe fttr arc tang x. 

Die Leibnitzsche Reihe. 

4 — 1 — 3 + 5 — 7 + 9+... 

1. Wird ebenso in der Beihe für arc tang x für x 

der Wert — gesetzt, so erhält man die Leibnitzsche 
Beihe 

4 ^ 3^5 7^9 ••• 

7t 1 

Ebenso findet man z, B. für x ==— , tang x = -=^ 

6 ■"y3 3 • 3*f3+5 3*73+ 7 •3'K3+ "• 
oder: 

f=v»(-i-,i+Hl-M(l)"+-) 

2. Alle die so erhaltenen Beihen sind aber für die 
Berechnung der Zahl 7t wenig geeignet; da sie zu 
langsam konvergieren. So inüsste man Z. B. jedenfalls 
mehr als 200 Glieder der Leibnitzschen Beihe in 
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Kechnung ziehen, um auch nur -j- bis zur fünften Deci- 

malstelle genau zu erhalten. Um rascher konvergierende 
Beihen zu erhalten, setzt man 

tang (a + ^) = tang — = 1, also : 

tang a -[- tang /? 
1 — tangatangjff 

Diese Gleichung ist befriedigt durch tang a = -^, 

tang ^ = -^- und man erhält daraus : 

1-===« + ^= (- + -)--(- + -) + -J^ + -j 



§ 90. Weitere Formeln für n. 

1. Setzen wir 



. _ / l + qi \2_ l + 2qi- q^ 
' 1^1 — qij-l-2qi-q^' 



so erhalten wir zur Bestimmung von q die Gleichung 
l + 2qi — q'=i + 2q — q*i oder 
(1 — i)(l — 2q — q^) = 0, oder q = y2 — 1. 
Es ist also: 

li^lfi+^-^foder =2l.i±p:iil!. 
\l-(V2-l)i;' l-(/2-l)i 

Wie wir aber sahen, ist — = -^li, § 82; also ist auch 

n 1 1+(y2 — ni - 

-7r=~l:; tt^ rr oder 

8 1 1— (^^2 — l)i 

l-=(/i-i)-(vizi):+o^-... 
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2. Ist ebenso i = (:;^ -^1*» so erhalten wir — 1 



-m 



■'-mt' 



8 . . 1 

und hieraus wie oben q=^-j=^ und hieraus 

wieder, da 

" _ 1 , A + qi\ T_ 3, 1 + qi . , 
4 ~ 2i U-qij ~ 4i'l-qi "*' 

n__Jl_ 1 1 1_ 

2 ~'*V3~3(/3)»"^5(y3)* 7(y3)' + "- 0^«'= 

2 — r o (,i 3.3^5*3« 7*3» 

3. Weiter haben wir nach § 83: 

4 2i 2i • 1.^2i 1. 

\2^3/ 3 \,2'' ^ 3»/^ 5 U* ^ 3V + '" 

(vergl, § 89). 

4. Ebenso ist 

. l+i y-^V) l + qi 



1 = 



'-' (^+1') 



l.Vl-qi 



und wir erhalten q= — ^;^ und hieraus 
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» _ 1 , l+i __ 4 ,5^ 1 239 

4 ~2i l-i~2i , 1. "^2i • , 1 . 

^-f 1 + 239' 

oder 

il_^l_ J-4-1 J i. J— 4- \ 

\239 3 '239»^ 5 '239* 7 '239^^ "7 

Die letzteren E.eihen lassen sich auch direkt aus 

der Beihe für arctang ableiten. 

5. Wie wir weiter sahen (§ 87), ist 

arc tanff v=-7r^l . 3 r— , ebenso 

arctangu^Jll.i+^.also: 
® 2i 1 — iv' 

arc täng u + arc tang v = -z-r 1 ■-. ? + -zrx- 1 :; -. 

*^ ' ® 2i 1 — VI 2i 1 — ui 

2i \1 — vi/\l — ui/ 

. , v + 11 . 

' \'\-z .1 

J^ 1— vu 

""2i\ v + u ; 
1— i . 1 

1 — UV 

Hieraus erhalten wir aber umgekehrt 

u + v 
arc tang u + arc tang v = arc tang ^^ — 

Setzen wir hier z. B. u = -^, v = -^, so ist : 

1 5"8 
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Ebenso wird für u = — , v = -ö 

1 1 2~ 3 

arc tang -^ + arc tang -« = arc tang r— — 



^ 2*3 



n 



= arc tang 1 = ~7" 
Hieraus folgt darch Addition 



4 "~ 2 3 • 2« ^ 5 ' 2* 7 ' 2 



• • • 



1 1111 11, 



• • 



8 3 * 8» ~ 5 • 8* 7*8' 
X7I. Kapitel. 

Unendliche Frodakte. 

§ 90« Konvergenz und Divergenz derselben. 

1. Wie eine Keihe aus unendlich vielen Summanden 
bestellt und dennoch einen endlichen Wert haben kann, 
so kann auch der Wert eines Produktes von unendlich 
vielen Faktoren endlich sein. Der Wert dieses Pro- 
duktes selbst ist wesentlich abhängig von der Beschaffen- 
heit dieser Faktoren. 

2. Sind die Faktoren von einem bestimmten ab 
alle um einen angebbaren Wert a grösser als Eins, so 
ist das Produkt notwendig divergent, in dem wir dann 
für den Kest der Faktoren (1 + «)™ setzen können, der 
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für n=Qo ebenfalls unendlich wird; also ist der Wert 
des Produkts umsomehr unendlich. 

3. Ist umgekehrt von einem bestimmten ab, jeder 
Faktor < 1 — a, wo a eine angebbare von Null ver- 
schiedene Grösse ist, so ist (1 — a)°==0, also auch der 
Wert des Produktes gleich Null. 

4. Soll demnach ein Produkt von unendlich 
vielen Faktoren, oder ein unendliches Pro- 
dukteinen endlichen Wert haben, somüssen 
die Faktoren des Produkts sich notwendig 
der Einheit unbegrenzt nähern. Wir können 
also jeden Faktor des Bruches durch l-^-ls. ausdrücken 
und erhalten also für das unendliche Produkt selbst 
die Form: 

^ P=(l+ki)(l+k,)(l+k3)(l+kJ , 

wobei notwendig lim k=0 ist. 

5. Entwickeln wir, so erhalten wir^ wenn alle k 
positiv sind: 

(l+kj(l+k,)=l+k,+k,+k.k„ oder 
.(H-k.)(l+k,)>l+k.+k, 
Ebenso 

(i+k,)(i+k,)(i+k.)> (i+k.+k,)(i+k,) 
>i+kj+k,+k„ 

(l+k,)(l+k.)(l+k,)(l-t-kJ>(l+k,+k,+k,)(H-kJ 

> i+m-k,+k,+k, 

und allgemein 

p>+k,+k,+k,+k,+ 

Divergiert also die E»eihe der k, k^-f-^ 
+ k3+..., so divergiert also auch notwendig 
das Produkt selbst. 

Ein solches divergentes Produkt ist z. B. 



('+i)('+i)(>+i)('+4) 



+ ... 
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6. Weiter haben wir für eine bestimmte Anzahl 
von Q-liedern 

C ^ (kr, kr+1 . . .kg) = kr + kf+l + kr+2 + • • .k., 

C*(k„ kr-f-l, kr+a ... kg) < (kr,+k' +i + kr4.2+ . . kg)^ 

C (kr, kr+1 ... kg) < (kr +kr-|-l + kr+2 + • • • ^t)* ^- 8« W. 

Konvergiert aber die obige Reihe der k, so können 
wir für r einen endlichen Wert immer so wählen, dass 
lim (kr+kr-|.i+ ....)< 1 ist. Dann haben wir aber 
für den Rest der Faktoren des Produktes 

Pr=(l+kr)(l+krH-l)(l+kr+2).. < l+(kr+kr+i+kr+2..)' 
+ (kr + kr+l+ kr+2 + ..)* +(kr + kr+l + kr+2 +..)'+• . 

Letzere Reihe ist aber eine geometrische Reihe, 
deren Quotient kleiner als Eins ist, d. h. dieselbe hat 
stets einen endlichen Wert. Dann hat auch Fr einen 
endlichen Wert und somit das Produkt selbst. 

Sind also alle k positiv, so konvergiert das 
Produkt, wenn dieReihe derk, kj+k2H-k34-. . . , 
konvergiert. Das gleiche gilt, wenn die k erst von 
einem bestimmten endlichen ab alle positiv sind. 

7. Sind alle k negativ, so kann das Produkt nur 
einen Wert haben, der zwischen Eins und Null liegt. 
Es ist aber dann wie oben 

lim (k^+k,4.i+k,_|.2 + . . .)=w, w < 1. 

Weiter finden wir wie oben 

(i-k,)(i-k,)=i-(k,+k,)+k,k,> i-(k,+k,) 

und allgemein 

(i-k.)(i-k,)(i-k,) . . . > i_(k,+k,+k,+ . . .) 

also auch 

(1 — k,)(l-kr+i)(l-kr+i)..>l— (kr+kr+l+kr+2+..) 

oder > 1 — w. 
Der Rest der Faktoren giebt also ein Produkt, 
das grösser als 1 — w ist und das Produkt hat also einen 
endlichen Wert. 
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Konvergiert also dieKeihe der k, so kon- 
vergiert auch das Produkt, divergiert da- 
gegen die Reihe der k, so hat das Produkt 
notwendig den Wert Null. 

Sind die k erst von einem, bestimmten ab alle 
negativ, so scheiden wir die Faktoren bis zu diesem 
bestimmten aus dem Produkt aus. 

Eine konvergentes Produkt ist z. B. 

fl^JLVi^ JLVl- ^] -A 24 48 80 

y- 3V\ 5VV 7V 9 '25 •49'81 ••• 

8. Sind die Faktoren teils positiv, teils negativ, 

so ist eine besondere Untersuchung in jedem einzelnen 

Falle nötig. 

§ 92. Unendliches Produkt für cos x. 

1. In § 79 fanden wir für ganze n für cos nx 
die Beihe: 

cos n X == cos°x — ( 2 ) ^os*^ x . sin' x -|- 1 ^ j cos°~^x . sin^x — . . 

Sei zunächst n gerade, so können wir in dieser Reihe 
für cos'x den Wert 1-^sin'x setzen und erhalten da- 
durch eine Reihe 
cosnx=:AQ + Aj sin'x + Aj8in*x+. ,. 4"A,i • siii"x 

"2 

■ =A, + A,y+A,y^+... + Any2; 

2 

wo sin' X = y ist. Nun wird aber die linke Seite dieses 
Ausdrucks für x gleich einem der Werte 

7t Stt 5^ 2n — 1 

2^' 2n' 2^' ••• 2n "^ 
zu Null, es sind also die Werte 
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. 2 ^ . «Stf . 26^ . 22n~l 

2n' 2n' 2n' 2n 

Wurzeln der Gleichung 

n 

2 
"Wie wir aber unten (§ 98) sehen werden, können 

wir dann die letztere Gleichung in das folgende Produkt 
oder auch in das Produkt 

y \ /. y 



B 1 — 




sm' 



2n 



. ,2n-l 

sin* n 

n 



zerlegen. Da cosnx für x = den Wert 1 annimmt, 
erhalten wir hieraus aber, wenn wir y=sin*x setzen: 

sin*x \ / sin'x \ / sin*x 



sin* - — / \ sin' ;;— / \ sin* 



2n/\ 2n/\ 2n 



sin'x 



sin' — r 7t 



2n-l 
2n 
2. Setzen wir in der letzteren Gleichung für x den 

Wert — , so geht dieser Wert über in: 




1 — 




• 2 ^ 

sin* — 



sm* —z nJ 



2n~ l 
2n 2n 

Lassen wir jetzt n unendlich gross werden, so 
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X X 

dürfen wir für sin — den Wert — und ebenso für 

n n 

sin z: — den Wert - — setzen und erhalten : 
2n 2n 



cosx 



={^-m-m-m- 



d. h. ein Produkt, das für jeden Wert von x konver- 
gent ist. 

3. Ist n nicht gerade^ so erhalten wir dasselbe 
Produkt, wenn wir ausgehen von der Gleichung 
cosnx = cosx(A^ + Aj sin,x + A,sin*+ . • .) 

In dieser wird, wenn anstatt x der Wert — gesetzt 

n 

wird, cos x = cos = 1. Im übrigen bleibt der Gang 

der Ableitung derselbe. 

§ 93. Unendliches Produkt fllr sin x. 

8inx = x(l-5;)(l-^)(l-^)(l-j^)... 
Wir fanden in § 79 ebenso für sin nx den Wert: 

Ön— 1 . /^\ n— 3 • 8 I 

.cos x.sinx — Islcos xsin x4-»-» 

Ist hier n ungerade, so erhalten wir für sin x, 
dadurch dass wir für cos'x wieder 1 — sin*x setzen 
sin X n = A^ sin x + Aj sin' x -|- A, sin* x +'• •[+ A„^i sin" x, 

oder : == sin x ( Aj + A, sin' x + A, sin* x + . . A„_|_i sin"~ x). 

Hier wird die linke Seite der Gleichung wieder 

Null für die Werte 0, — , , . . . ^ —^ und 

n ' n ' n n ' 

wir erhalten wie oben 
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sm* X \ / sin^ x 



smnx = Asinx/ 1 — \/ 1 — 



sin'^ — / \ sin* 



n 

am' X \ 
1 — - 



Sin'' 7t 

n 

sin n X 

Für X = wird — ; = A = n. 

sinx 

Setzen wir auch hier für x den Wert — , so erhalten wir 

n 

das obige Produkt füi: sin a. 

§ 94. Unendliche Produkte fttr n^ VI und ^|Z. 

1. Setzen wir in dem Produkt für sin x für x dep 

nr 

Wert — , so erhalten wir 

l==-y^l--22-j(l--42^J^l— 62-j... 

_n_ _1_ _3^ A A A _! 
""2*2'2'4*4*6*6*"' 

-^ = ^ * o'o* g' g*Q *** (Wallis sches Produkt). 

Z l.o.O.O.O.o... 

2. Setzen wir ebenso x= — , so erhalten wir: 

4 

72""Tv^~F:4jr""4^T)\^'"6^4j••• 

und hieraus: 

^_J_ 4 . 4 . 8 . 8 . 12 . 12 . . . 
4 '~V2* 3.5.7.9.11.13... 
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7t TIC 1 

3. Gleicherweise finden wir für x = -7;-, sin -x- = 



6 ' 6 2 ' 

oder: 

n 3 6 . 6 • 12 . 12 • 18 . 18 . . • 



2 "" 2 ' 5 • 7 . 11 . 13 . 17 . 19 . . . 

4. Aus den Formeln in 1 und 2 erhalten wir noch 

^-^_ 2 . 2 , 6 , 6 , 10 , 10 , , , 
'^ 1.3.5.7. 9 .11... 

5. Ehenso können wir auch' aus dem Produkt für 
cos X solche unendliche Produkte aufstellen, so erhalten 

wir z. B. für x= -— , 



cos 
oder 



6 ~ 2 ^""^^""3^)^^""3^3VV 3*.5V'" 



^-^_ 2 . 2 . 4 . 8 . 10 . 14 . 16 . . . 
^^ 1.3.3.9. 9 .15.15... 



XVII. Kapitel. 

Der Satz yon Cotes. Snmmation einiger Bellten. 

§ 95. Der Satz yon Cotes. 

1. Wie wir in § 77 sahen ist nach dem Sätze von 
Moivre 

(cos X-)- i sin x)" =: cos n x -|- i sin n x. 

Hieraus folgt unmittelbar durch Umkehrung 

Vcosx+isinx = cos — -1- isin — . 
' n ' n 

Nun ändert sich aber cos x + isinx nicht, wenn 

wir an Stelle von x den "Wert x+2k;if setzen, wo k 
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irgend welche ganze positive oder negative Zahl ist 
und wir erhalten darnach allgemeiner 

?/ , . . x + 2k;r . . x+2k;r 

y cosx + isinx = cos f-isiJ^ > 

' ' n ' n 

wo wir, um alle möglichen verschiedenen Wurzeln zu 
erhalten, für k die "Werte 0, 1, 2, . . . n — 1 zu s*etzen 
haben. Für die folgenden Zahlen n, n-j-ly • • • erhalten 
wir wieder dieselben Wurzeln. 

Wird a=0, so folgt daraus insbesondere 

?/T" ?/ ^ , . . ^ 2k^ , . . 2k;r 

f^l = ycosO+isinO=cos f-isin . 

Die so erhaltenen Werte für die y 1 sind aber 
nichts anderes als die Wurzeln der Gleichung x** — 1=0 
(Vergl. Sammlung Göschen Nr. 47, Algebra, § 31.) 

Die Gleichung x"* — 1=0 zerfällt darnach in die 
Faktoren 

2k^ . . 2k;r , ^ 

X — cos 1 sin (vergl, § 98). 

Diese Faktoren können wir aber zu je zwei zu- 
sammenfassen. Wir haben dann: 

(x — cos — i sin 0) = x — 1, 

/ 2;r . . 27i\[ 2;r , . . 2n\ 

I X — cos 1 sm — X — cos — 4- 1 sin — 

\ n n/\ n' n/ 

=:X' 2XC0S h 1> 

n ' ' 

/ 4;r . . 4.7t\l 2tc ^ , , 4cn\ 

(x — COS isin — X — cos — + isin — 

V ^ n/V n ^ n; 

4^ 

= x — 2xcos h !• 

n 

Ist hiebei n gerade, so bleibt zuletzt nur ein Faktor 
übrig; nämlich (x — costp — isin;r)=x4-l; ist dagegen 
n ungerade, so erhalten wir am Schlüsse die Faktoren 
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n — 1 . . n — 1 

(X — cos ^ — ism TT) , 



n 



n 



(X — cos 7t + ism 7t)=ir — 2co8 ^ + !• 

^ n n ^ n ' 

2. Diese Faktoren lassen eine interessante geo- 
metrische Deutung zu. Ziehen 
wir in irgend einem Kreis mit 
dem Halbmessers Eins den Ra- 
dius M Fq und tragen auf dem- 
^ selben 

M'X=xab; so ist 
XP,=x — 1. 
Teilen wir weiter die Peri- 
pherie von Pq aus in n gleiche 




Teile, dann ist 



2^ 



XPj^==XP, .XP^_j = x« — 2xcos^^+l. 



XP2' = XP, .XP^_2 = x^ — 2xcos 



4^ 



n 



+1 



u. s. w. und wir erhalten also durch Multiplikation 
dieser Produkte 

x" — 1 = XP^ . XP, . XPa . . . XP„_i = MX» — MPo". 

Dies ist der Satz von Cotes. 

3. Für gerade n lässt sich das n Eck auch in zwei 

Polygone mit ^ Seiten P^ P, P^ . . . P^-a und P, P^ P^ . . . 

Pn_i zeriegen und wir erhalten dann auch auf gleiche 
Art die Relationen 



MX« — MP^2 = XPo . XPg . XP^ . . . XP„_B und 
MX« + MP,* = XPi.XP8.XP5...XP,_l. 
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§ %• Die Summiemiig der Reihe 2 cos (a-j-n^))« 
1. cos a+cos (a+y) +COS (a+2y) + . . • cos (« + (n— 1) y) 

cos |a + y (n — l)y| sin y y 

"" TT • 

sin y qp 

2. 1 + cosy + cos 2^ + cos 3y + . . . + cos (n — 1) 9? 

C0Sy(n — l)9P,8inYy 

= n • 

smy y 

1. Es ist: 
cos (« + 9) + cos (a — y) = 2 cos a cos qp, 
cos (a + 2 qp) + cos a = 2cos (a -)- 9?) . cos 9, 
cos (« + 89)) + cos (a + qp) = 2 cos (« + 2 ^) . cos 9p, 
cos (a + 4 9p) + cos (a -f 2 y) = 2 cos (a + 3 9p) . cos 9?. 

cos (a+n 9))+cos (9P+(n — 2) y) = 2 cos (a + (n — 1) 9?) . cos (p. 

Bezeichnen wir die Summe der ersten Beihe mit 
s, so erhalten wir aber 

s + cos (a + n 9)) — cos a+s + cos (a — <p) — cos (a+ (n — 1)9>) 

= 2 s cos q>, 
oder 

2 s (1 — cos 9>) = 4 s . sin^ — 9) 

= cos a — cos (a + n y) — cos (a — 9») + cos (a + (n — 1) 9?) 
also 





48.sm^— = 


= 2siB 


1 
^2^ 


. sin 


f 
a • 

\ 


9 
2 




+ 2sm 2 


9>sin 


(« + 


2n- 
2 


-1 


y); 


Sp 


orer, Niedere Analysis. 











10 



s 
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288m^ = 8in(oH 2 g>)— smia |-l 

= 2cos (aH ^ — y).sin— y, also: 

/ / , (n — 1) V . n \ . v> 
= (cos [a H ^ — 9 ) . sm Y 9 1 : sm —, 

2. Wird hierin a = gesetzt, so ergiebt sich un- 
mittelbar der Wert der zweiten der obigen E.eihen. 

§ 97. Die Snmmiemng: der Reihe ^sin(a-j-n9p). 
1. sina+siJ*(«+y) + si'i(«+2y)+..+sin(a-f (ä — 1))9> 

sin (a + — (n- 1) tp) sin yy 

sinyg> 

2. sin y + sin 2 y + sin 3 9> + . . • + sin (n — 1) y 

, n— 1 . n 
sin — g— 9P sin y 9) 

siny9> 
3. sin^ + 8in-^ + sin-^+,,. + 8in ^'^ y 

sin- ^^ 



1 



2 



"" . 1 • 
sinyg> 

1. Ersetzen wir in der £ieihe 21 cos (a+ny) den 

Winkel a durch a4- — , so erhalten wir unmittelbar 

' 2 ' 

sin o + sin (a + y) + . . . + sin (a + (n — 1) y) 



r 
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2. Für a=0 erhalten wir hieraus sofort die zweite 

Keihe und für a = -?- die dritte Beihe. 

2 

3. Die hier entwickelten Beihen sind für die höhere 
Analysis von Bedeutung. Dieselben hätten wir auch 
wie die in § 81 ableiten können; jedoch hätte der dort 
eingeschlagene Weg auf umständliche Rechnungen ge- 
führt. 



V. Abschnitt. 

Gleichungen. 

XVin. Kapitel. 

Allgemeine Eigeoschaften der algebraischen 
Olelchnngen mit einer Unbekannten. 

§ 98. Die ganze algebraische Fnnlttion als Gleichung* 

1. Ist irgend eine ganze algebraische Funktion 
y = f(x) = 8,x° + a.x"-^ + a,x— 2 + ... + a. 

gegeben und setzen wir dieselbe gleich Null, so stellt 
dieselbe eine Gleichung des nten Grades dar 

a,x" + a, x"-'+ a,x— '+ . . . + a„ = 0. 

2. In einer solchen Gleichung dürfen wir a^ stets 
gleich Eins setzen, denn wäre a^ nicht gleich Eins, so 
hätten wir nur die Gleichungen mit a^ durchzudividieren^ 
um dies zu erhalten. 

3. Jede Grösse x, die für x in die Gleichung einge- 
setzt, dieselbe befriedigt, heisst eine Wurzel der Gleichung. 

4. Multiplizieren wir die Binome (x — x^), (x — x^) . . 
(x — x^) mit einander und bezeichnen wir die Summe 
der p ten Kombinationen der Werte Xj , Xg . . x durch 
a , so erhalten wir als Wert des Produktes 

(x-x,)(x-xJ..(x-xJ=x»-a,x»-^+a,x'^-2-.. + a,. 
Setzen wir in dieser Gleichung irgend einen Wert 
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x^, Xg ... oder x^ für x, so verschwindet die linke 
Seite der Gleichung und also auch die rechte Seite des- 
selben. Die "Werte Xj, x^, Xj . . x^ sind also die Wurzeln 
der Gleichung 

x"— a^ x''"^ + a, x'^-^— . . . + a„ = 0. 

5. Ist umgekehrt x^ eine Wurzel einer beliebigen 

Gleichung x" + a^ x""^ + a^ x"*""^ + • • • = 0, so ist x — Xj 
stets ein Faktor der linken Seite dieser Gleichung. 

Ziehen wir nämlich von der ursprünglichen Glei- 
chung den Wert 

ab, so erhalten wir die neue Gleichung 

(x" - X,») + a, (x»-^-x.— ^) + a^ (x"-« - x,»-^) + . . = 0. 

' In dieser Gleichung ist aber x — x^ in jedem einzel- 
nen Gliede enthalten. 

6. Ist irgend eine Wurzel x^ bekannt, so kann die 
Gleichung des nten Grades durch Division mit x — x^ 
auf eine des (n — l)ten Grades reduziert werden. 

7. Die Aufgabe, eine algebraische Gleichung zu lösen; 
ist also die, solche Faktoren x — x^^ x — x, ... zu finden, 
welche ohne £,est in der linken Seite derselben ent- 
halten sind. 



§ 99. Die Gleichung durch Potenzen von (x — a) aus- 
gedrückt. 

1. Soll irgend eine ganze Funktion des nten Grades, 
etwa die Funktion x* — 2x' + 3x' — 4x+5 durch einen 
Faktor (x — a), hier etwa (x — 3) dividiert werden, so 
erhält man durch Ausführung der Division das folgende 
Resultat (vergl. hiezu Sammlung Göschen, Algebra, § 10). 
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X — 3 



X* — 2x» + 3x*-.4x + 5 
X* — 3x» 

+ x» + 3x' 
+ x»~3x^ 



x8 + x2 + 6x+14 



+ 6x*- 4x 
-f.6x'.^18x 

+ 14x4- 5 
_|_14x — 42 

+ 47. 
Dieses Verfahren kann bedeutend vereinfacht werden 
wie folgt: 

x*-2x» + 3x' — 4x + 5:x — 3, 

_1_ +3 +3 +18 +42 

1 +1 +6 +14 +47* 

Wir schreiben zuerst — , alsdann multiplizieren wir 

den Nenner 1 mit + 3 und erhalten den Zähler 3 des 
zweiten Bruchs. Dieser zu dem darüber geschriebenen 
Koeffizienten addiert, giebt den Kenner des zweiten 
Bruchs, der wieder 1 ist. Dieser wieder mit 3 multi- 
pliziert, liefert den Zähler des dritten Bruches, der nun 
den, über ihm stehenden Koeffizienten + 3 vergrössert 
den Nenner des Bruches giebt u. s. w. 

Die Nenner der Brüche sind dann die Koeffizienten 
des Quotienten, der letzte der Rest, den die Division 
ergiebt. Es ist hieb ei nichts anderes geschehen, als in 
obiger Ableitung alles Entbehrliche weggelassen worden. 

Wir haben daraus erhalten: 
y = X*— 2 x»+ 3 x'— 4 x+5=(x— 2) (x»+x«+ 6 x+14)+47. 

2. Den Ausdruck x' + x*+6x + 14 können wir 
wieder durch x — 3 dividieren und erhalten dann für 
die Funktion y einen Ausdruck 

y = (x*+ax+b)(x— 3)«+R,(x— 3)+47. 



Die Gleichung als stetige Funktion. 
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Hierauf folgt ebenso wieder: 

y=(x+8.)(x-3)'+R,(x-3)'+B. (x-3)+B, (R.=47) 
und endlich 

y=(x-3)*+R,(x-3)'+B,(x-3)'+B^(x-3)+R,._ 
3. Wenden wir das obige Verfahren auf diese Di- 
visionen an, so erhalten wir das Schema: 

y = X*— 2x"+ 3x* — 4x + 5, x — 3, 



3^ 
1 

4 
3_ 
7 

_3^ 
10 



6 

18 
21^ 
39 



14 47 
54 

68 



R,=47, 



R, = 68; 

^3 = 39, 



R,-10, 



T ^5 = 1- 
Es ist also: 

y = (x — 3)* + 10(x — 3)« + 39(x — 3)'+68(x — 3) + 47. 

§ 100. Die Gleichung als stetige Funl^tion. 

Setzen wir, in der Gleichung y = a^ x" + »i x"" 
H-a^ x°~ + . . . + a,j anstatt x einen Wert x +d, wobei d 
sehr klein ist, so wird auch der Wert von y sich nur 
um eine kleine Grösse Äj verändern. Lassen wir 
namentlich x stetig wachsen bis zum Werte x-f-d, so 
wird auch y stetig wachsen bis zum Werte y+^y. 
Dieses Wachstum wird also nie sprungweise stattfinden, 
sondern es wird ein allmähliches sein. Stellen wir die 
Funktion aber auf die in § 47 angegebene Art durch 
eine Kurve dar, so wird zu jedem Wert von x nur 
ein Wert von y gehören und die Funktion selbst 
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wird durch einen fortlaufenden Kurvenzug zuna 
Ausdruck kommen. Nimmt nun die Funktion für die 
Argumente x^ und x, verschiedene Vorzeichen an, so kann 
dies nur dadurch möglich werden^ dass der Kurvenzug 
zwischen den Strecken x^ und x, die xAxe 
schneidet. Diesem Schnittpunkt entspricht aber eia 
Argument x^, das die Funktion zu Null macht, also eine 
Wurzel der Gleichung y = ist. Nimmt also für 
zwei Werte Xj und x^ die Funktion ver- 
schiedene Vorzeichen an, so hat die gleich 
Null gesetzte Funktion eine Wurzel x^, die 
zwischen x^ und x, liegt. 

So wird z. B. die Funktion x«+2x*+5x— 8 für 
Xj=0, gleich — 8 und für 's^=2 gleich 18, also liegt 
eine Wurzel der G-leichung x* + 2x' -|- 5x — 8=0 zwischen 
und 2. Es ist dies die Wurzel x=l. 

§ 101. Funktionswerte mit positirem Yorzeichen« 

1. Ist unter allen Koeffizienten der grösste absolut 
genommen gleich p, so ist, da 

(P + 1)" > P ((P + 1)""' + (P + ir~' + . . . + 1), d. h. : 

>(p+ir-i. 

Hieraus folgt aber, dass, selbst w^nn alle übrigen 
Koeffizienten negativ nud gleich p wären, dass für 
x=(p-fl) der Wert der Funktion 

(p+i)"+a.(p+ir-'+a,(p+i);-'+... 

positiv wird, x kann also in jeder Gleichung so gross 
gewählt werden, dass die Gleichung als Funktion an- 
gesehen, einen positiven Wert der letzteren ergiebt. 

Wird X noch grösser als (p + i) gewählt, so ist 
der Wert der Funktion umsomehr positiv. Es kann 
also keine positive Wurzel einer algebra-» 
ischen Gleichung grösser als der grösste um 
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Eins vermehrteKoeffizient derselben, dieser 
absolut genommen, sein. 

2. Hat man ferner auf irgend welche Art die 
Gleichung auf die Form 

+ R,(x~a) + R^=0 
gebracht und sind sämtliche Werte ß positive Grössen, 
so wird für x=a oder x> a der Wert der Funktion 
ebenfalls positiv, und wir finden, dass a gleichfalls 
eineobereGrenzefürdiepositivenWurzeln 
der Gleichung ist. 

3. Ist insbesondere die Funktion von geradem Grade, 
so wird auch für ein negatives x = (p + l) oder x> p-j- 1 
der Funktionswert positiv und es ist also für Gleich- 
ungen von geradem Grade der grösste, ab- 
solutgenommene, um Eins vermehrte Koeffi- 
zient derselben auch eine untere Grenze für 
die Wurzeln der Gleichung. 

§ 102. Fnnktionswerte mit negativem Yorzeiclien. 

1. Ist eine Gleichung von ungerader Ordnung, so 
können wir das eine mal x=-|-(p-|-l), das anderemal 
x= — (p+1) setzen und erhalten das erstemal einen 
positiven das zweitemal einen negativen Wert der Funk- 
tion. JedeGleichung von ungeraderOrdnung 
hat also mindestens eine reelle Wurzel zwischen 
— (p+l) und +(p-|-l). 

2. Ist ebenso eioe Gleichung von gerader Ordnung 
mit negativem Absolutglied gegeben, so erhalten wir für 
X =0 einen negativen und für x =: + (p -|- 1) positive Werte 
der Funktion. Jede Gleichung von geradem 
Grade mit negativem Absolutglied hat also 
wenigstens zwei reelle Wurzeln, von denen 



154 Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Gleichungen, 

die eine zwischen — (p + 1) und 0, die andere 
zwischen und +(P + 1) liegt. 

§ 103. Komplexe Wurzeln einer Gleichung« 

1. Ist irgend eine Gleichung in x von ungerader 
Ordnung gegeben und dividieren wir diese G-leichung 
durch X — a, wo a die in § 101.1 erwähnte Wurzel 
ist, so ergiebt sich (§ 98) eine Gleichung vom Grade 
(n — 1), also von gerader Ordnung. Hat eine Gleichung 
von gerader Ordnung ferner ein negatives Absolutglied, 
so folgt aus § 102. 2 ebenso, dass durch Division aus 
derselben eine Gleichung vom Grade n — 2 gebildet 
werden kann. In beiden Fällen werden wir also den 
Grad der Gleichung verkleinern können bis wir auf 
eine Gleichung gerader Ordnung mit positivem Absolut- 
glied kommen. 

2. Ist eine solche Gleichung gegeben, so muss keine 
Wurzel dieser Gleichung reell sein, es können vielmehr 
einzelne oder alle Wurzeln dieser Gleichung imaginär 
sein. Durch Einführung von x=a-|-/?i geht dann die 
Gleichung in die Form A-|-Bi = über. Setzen wir 
hier A==0 und B = 0, so kann gezeigt werden, dass 
diese Gleichungen immer durch reelle Werte a und ß 
befriedigt werden können. £s giebt aber keinen ein- 
fachen Beweis hiefür, der sich mit den Hilfsmitteln 
der niedern Aualysis führen lässt und wir müssen des- 
halb uns begnügen, darauf hinzuweisen. 

3. Die Hichtigkeit dieses Satzes vorausgesetzt, 
können wir aber behaupten, dass jede Gleichung 
des nten Grades auch nWurzeln haben muss. 
Ist a nämlich eine Wurzel der Gleichung, und eine 
solche muss wie wir sahen , jede Gleichung haben, so 
können wir durch Division mit x — a die Gleichung 
auf eine vom Grade (n — 1) zurückführen. Aus dieser 
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folgt eine vom Grade n — 2, hieraus eine solche vom 
Grade n — 3 u, s. fort; d. h. wir finden dass die An- 
zahl der Wurzeln gleich n ist. Die Anzahl dieser 
Wurzeln kann aber auch nicht grösser als n sein. Ist 
sie grösser als n, so müssen alle Koeffizienten gleich 
Null sein. 

4. Entwickeln wir nach dem binomischem Satz 
(a+Z'i); so erhalten wir die Gleichungen 

(a + ßif = A + Bi und 

(a~/?i)P=A-Bi. 

Wenden wie dies auf alle Glieder einer Gleichung 
an, so haben wir für das Einsetzen von x = a+/?i und 
x=a — ßi die Funktions werte 

P + Qi und P — Qi. 

Ist aber a-^-ßi eine Wurzel der Gleichung, so muss 
sowohl der reelle als auch der imaginäre Teil von 
I* + Qi gleich Null sein, d. h., es ist P=0 und Q=0 
Dann ist aber auch P — Q i = 0, und es ist somit auch 
a — ßi eine Wurzel. 

Alle komplexen Wurzeln einer Gleichung 
treten also paarweise unter der Form a-{-ßi und a — ßi 
auf. Ein solches Wurzelpaar heisst konjugiert. 

XIX. Kapitel. 

Eigenschaften der Koeffizienten einer Gleichung. 

§ IM. Die Koeffizienten als Kombinationen der Wurzeln. 

1. Sind ai,aj,a3, . . . «^ die Wurzeln einer Gleichung, 
so erhalten wir die Gleichung als Produkt der Binome 
(x — aj, (x — aj)...(x — aj oder: 
X»— C\a)x''-^ + C«(a).x"-2_(.8(^)^n-3_^^^^^Q^ 

wo CYa), C*(ö), C'(o) ... die Kombinationen der ersten, 
zweiten, dritten u. s. w. Klasse der Wurzeln sind. 
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2. Ist also 

x° + a,x^-^ + a3x'*-^+... + aa = 
die gegebene Gleichung, so gelten die folgenden Be- 
ziehungen 

CHa) = ~a„ C^{a) = + a„ 
C^(«) = -a3, C*(a) = + a„ 
C^(a) = — ag, C*(a) = + ag u. s. w. 

3. So ist z. B. für die Gleichung des zweiten Grades 

x^ + a,x + a2=0, 

Ebenso ist für die Gleichung dritten Grades 

x» + ajX^ + ajX + a3=0, 

«i+«2 + «8 = — «-i» 

«1 «2 + «1 «8 + «2 «8 = *2 > 
«1 «2 ^8 ^^ *8* 

4. Insbesondere haben wir: Das Absolutglied 
ist gleich dem positiven Produkt der Wur- 
zeln für Gleichungen von gerader Ordnung 
und gleich diesem negativen Produkt für 
Gleichungen ungerader Ordnung. Weiter ist 
der Koeffizient des zweiten Gliedes der 
Gleichung gleich der negativen Summe der 
Wurzeln. 

§ 105* Summen von Potenzen der Wurzeln* 

1. Bezeichnen wir die gleichen Potenzen der Wurzeln 
mit SjySg . . . . also ist z. B. 

Si = «i + «2 + «8+---"n 

^2 =«!* + «/ +«3*+...«/, 

S3 = a/ + a/ + a3^ + . . .o^'* u. s. w., so ist 
Sj = — aj oder S^ + aj = 0. 
Weiter finden wir unmittelbar: 

»1 M«i+«2+«3+- • «n')^«l '+«2'+- • «n'+2(Oi«2+«l«8+-) 

oder« 
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aj« = S, + 2a, oder 
S,-a,* + 2a,=0, d. h. 
S3 + aiS, + 2a,=0. 
Ganz ebenso finden wir weiter: 
Ss + aiS, + a,S, + 3a3=0, 
S4 + ai83 + a,S, + a3 8, + 4a,=0, 
Ss + aiSi + ajS. + ajSj + ajSj+öaj^O u. s. w. 
2. umgekehrt erhalten wir aus diesen Gleichungen 
wieder, wenn wir für Sj, 8^, 8, die Werte die wir 
nacheinander in den Koeffizienten finden einsetzen: 

^1 == «1 + «j + «8 + • • • + «n = — »1 > 

S3 = a,> + «,' + V+--.«n' = -ai'+3a,a, + 3a„ 

S. = «i* + V + V+-.«n*=ai*-4a,^a, + 4a,a3 + 2a,^ 

— 4a^ u. s. w. 

Diese Gleichungen heissen die Newtonschen Formeln. 

XX. Kapitel. 

Anflosniig: der Oleichangen hohem Grades. 

§ 106. Umformungen von Gleichungen. 

1. Wird anstatt x in einer Gleichung y+h gesetzt, 
so geht dieselbe in die folgende über: 

(y+h)»+ a, (y + hf-i + a^Cy + hr-''+ . . .=0, oder: 
y»+(nh+a.)y-i + ((2)h' + (^).ha,+ 

y»-2 + '. .. = 0. 

a 
8etzen wir in dieser letzteren Gleichung h = -, 

so wird der Koeffizient der zweithöchsten Potenz von 
y gleich Null und unsere Gleichung nimmt also die 
Form 

y"+b, y"-'+b3y"-»+ . . . + b„=0 



a. 
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an. Gleicherweise kann durch passende Wahl eines 
Werten für h irgend ein anderer Koeffizient zum Ver- 
schwinden gebracht werden. Die so erhaltene Gleichung 
ist deshalb wichtig^ weil von dieser Form ausgehend, 
die Lösung für die Gleichungen des dritten und vierten 
Grades sich am einfachsten ergeben. 

2. Ersetzen wir ebenso x durch py, so erhalten 
wir eine Gleichung deren Wurzeln p mal kleiner sind 
als die der ursprünglichen; nämlich 

P°y"+a.P°~V'^'+a,p'-'y""'+ ... =0 oder 

yn— 1 y"— 2 

y"+^p +*»-]p +...=0. 

y 

3. Ganz ebenso finden wir für x = — eine Gleich - 

P 
ung, deren Wurzeln p mal grösser sind als die der 

gegebenen : 

y H-^iP-y +a2.p-y +a8P -y +...— o. 

4. Beispiel. Soll etwa in der Gleichung 

x* + 8x + 3x* + 8x + 12=0 
der Koeffizient des zweiten Gliedes zu Null gemacht 
werden, so haben wir für x den Wert y — 2 zu setzen 
und erhalten die neue Gleichung 

y* — 21 f+ 60y — 40 = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind um 2 grösser 
als die der alten. 

§ 107. Auflösung der Gleichung vierten Grades*) Die 

Methode von Euler« 

1. Die Auflösung der Gleichungen des vierten 
Grades kann auf die verschiedenste Weise dadurch er- 



*) Die Auflösung der Gleichungen des dritten Grades ist bereits in 
Sammlung Göschen Nr. 47, Algebra, behandelt und müssen wir auf dieses 
Bändchen verweisen. Dergleichen findet sich dort auch die Auf- 
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halten werden, dass wir eine bestimmte Gleichung des 
dritten Grades ableiten, die von der erster en abhängig 
ist, und deren Wurzeln mit denen der gegebenen Gleichung 
in gewissen Beziehungen stehen. Auf diesem Verfahren be- 
ruhen auch die Auflösungen von Ampere und Euler. Beide 
gehen von der Gleichung x*+ax"+bx-|-c=0 aus, in 
der also das Glied mit x® fehlt. 

2. Methode von Euler. Es seien x^, x^, Xg, x^ 
die Wurzeln der Gleichung. 

Wir haben dann allemal die E,elation 

Xj+Xj+Xg+X^^O. 

Setzen wir jetzt 

x,+X3 = /?=2Vy^> (1.) 
x,+x, = y=2Vy3 > 

so erhalten wir: 

a' + ß' + y^ = {a + ß + Yy-2{aß+ay + ßy) 
= (3x,+x, + X3 + xJ«~2(x, + x,)(x,+X3) 
-2(x, + x,)(x, + xJ-2(x,+X3)(x,+xJ 

rr=(2x,+X,+X2+X3+xJ^ — 2(x,« + X^X2+X,X3+XjXj 
— 2(XjX,+XjX3 + XjX^+XgX3 + X3X^ + X3Xj — 4x^2 

Nun ist aber nach § 105 

XjX3+X,X3 + X,X^ + X,X3 + X2X,+X3X^ = a 

und somit 

(2x,+x,+X3 + X3 + xJ^ = 4x,^ 

^/ + ^1 ^2+^1 ^8 +^1 ^4 =^i (^1 +^2 +^3+^4) = Ö, also: 

«' + /?' + /' = — 2a 
Weiter ist: 



lösung der reinen Gleichungen hohem Grades x'^ = l, durch die 
Moivresche Formel. Wir haben es deshalb auch unterlassen auf die 
letztere Formel weiter als wir mussten bei der Theorie die Reihen 
einzugehen, und mtissen also auch betreffs dieser auf das Bändchen 
Algebra der Sammlung verweisen. 



\^ 
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+ XjX3X^ + X,X3X^ 

oder da 

Xi Xj X3 +Xj X3X^ + Xj X, X^ +X3 XjX^rrr — b 

aßy=z — b. 
Ebenso ist 

a/?=Xj* + x,X3 + x,x, + XjX3 

= ^(^+^ + ^8+Xj + X,X3 — XjX^ 

= X5X3 — X, x^, und 

a V' + a V + /? V' = K X3 — X, X J* + (x, X, — Xj Xgy 
-[-(XgX^ — XjXj)' oder nach einigen Umformungen 

= (XjX,+X,X3+XjX, + X2X3 4-X,X^ + X3Xj« — 4x,x,X3X^ 

oder da 

a*,/9* und y^ sind aber die Wurzeln der Gleichung 

x8 _ (a^ + /?« + y «) + (a V' + « V + i» V) z — « V V* = 0, 
oder der Gleichung 

z« + 2az^+(a^ — 4c)z — V = 
oder a, jff, y selbst sind die Wurzeln der Gleichung 

u« + 2au*+(a*— 4c)u* — b' = 0. 

Um an Stelle der Werte a, ß, y, die Werte 2 Vjj, 

2 I y27 ^VYs 2^ erhalten haben wir nur noch z=4y zu 
setzen und erhalten nach Division mit 64 die Besolvente. 

y' + -|-ay'+^(a'-4c)y-^b' = 0. 

3. Die Wurzeln der gegebeBen Gleichung sind dann 
gegeben durch die obigen Gleichungen 1) und ea wird 

X, =— VyT— Vy^— vyl 

x,-=— ^y, + »'y»^+yy, 
3^3 = + Vy. + v'y. + y y. 
x4 = + yyi— Vy^ + i'yä, 



8 



für positive b 
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und 



für negative b 



^i = + /y^ + Vy. + t^ ' 
x, = + y^— yx^— /y^ 

^3 = — }^ + Vy,-yy_8 

Die Vorzeichen von )/yj, Vy^, Vy^ sind dadurch be- 
stimmt, dass yy^ . yy, • yy^ = — -^b sein muss 

4. Beispiel, x* — 25x'+60x — 36=0. 

-n- T? 1 . .1 s 25 3 ,769 225 . 

Die Kesolvente wird y' — — y^ H — r^ y — —t-= 

Die Wurzeln dieser letztern Gleichung sind aber 

9 25 3 5 

-fy 4, -j, also ist y^ = — , y^ = 2, yy3 = Y und die 

Wurzeln der ursprünglichen Gleichung sind demnach 
1, 2, 3 und — 6. 

§ 108. Fortsetzung. Methode von Ampere. 

1. Die Auflösung von Ampere ist der von Euler 
nahe verwandt. 
Es sei 

z z 

x:j = -g- + o, x^ = ~ a. 

Setzen wir diese Werte in die Gleichung ein, so 
erhalten wir 

f— + aj +af-y"'"") +^("2""'"")"'"° = ^ ®^®^* 

z* z' a 3 a* z' 

3ß + -^+-2-z'+2a'z + a* + a.— + aaz + aa' 

, , z , 
+ b^ + ba + c=:0. 

S p r e r , Niedere Analysis. 11 
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Ebenso ist für x,= -^ a 

z* z'.a 3a'z^ z' 

Yq 2 ' 2~ — 2a'*z +a*+a-7- — aaz + aa' 

+ b-|- — ba+c = 0. 

Durch Subtraktion der letzten Gleichung von der 
vorletzten und Division mit 2a folgt aber: 

z' 

— + 2a*z-|-az + b = 0, also: 



^ 



x„ 



}.i_.+i_,/_,._,(.+l). 



2. Hiebei ist weiter Xj + Xj=:z, also wenn z = 2}^yj, 

z^ 
so ist y, = -r-. Setzen wir diesen Wert in die Eulensche 

E.esolvente ein, so erhalten wir zur Bestimmung von z 
die Gleichung 

z«+2az*4-(a«— 4c)z«— b«=0. 

3. Die übrigen Wurzeln der Gleichung sind dann: 

4. Beispiel, x* — 9 = giebt 

z«+36z«z=0, 

somit z* = oder z* = — 36, z = }^— 36, 

Der Ausdruck in der Klammer ist aber wie durch 
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Quadrieren sich sofort ergiebt y+2, und wir erhalten 
also: 

x,=-/3; x,=-if3; x, = + T/3, x, = ^ifS. 

% 109« Fortsetzung« Methode des Cartesins« 

1. Auch diese Methode ist den obigen nahestehend. 
Gehen wir wieder von den Gleichungen x* -|- ax* -{- ^^ + ^^^ 
aus und setzen 

x*-|-ax'-|-bx4-c=:(x*-j-xy-f t)(x* — xy-|-z), 
so erhalten wir durch Gleichsetzung der Koeffizienten. 

a=:t-|-z — y', oder t-|-z = a + yN 

b=:y(Z — t), Z — t=:=— , 

c=tz; tz = c und hieraus: 

2t = a-|-y*— — , also: 

(a + y'+|)(a + y'-|)=4c 

oder wieder wie oben: 

y»+2ay* + (a'-4c)y>-b« = 0. 
Aus dem Werte für y finden wir weiter die "Werte 
für t und z und wir haben dann nur noch x aus den 
beiden quadratischen Gleichungen 

x»+xy+t=0 
x' — xy-fz=0 
zu bestimmen. 

2. Beispiel, x*— 7x' — 12x+18=0. 

y'—14y*—23y»— 144=0, y=4. 

2z = — 7 + 16 — -j-, z = 3, 
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2t = -7+16 + -j-, t = 6, 

x' + 4x4-6 = 0, X, und x^ = 2+Y—2y 
X*— 4x + 3 = 0, X3 und x^ = 2+l> ^^so =3 und =1. 
3. Anmerkung. Ausser den angeführten drei 
Methoden die reduzierte Gleichung der vierten Grades 
aufzulösen gieht es noch eine ziemlich grosse Zahl 
anderer solcher Methoden. Wir müssen aher uns be- 
gnügen dies erwähnt zu haben. 



§ 110« Aufsuchen yon ganzzahli^en Wurzeln algebraischer 

Gleichungen. 

1. Sind die Koeffizienten einer Gleichung lauter 
ganze Zahlen, so kann die Gleichung keine Wurzel 
haben, die ein rationaler Bruch ist. Hiebei ist aber 

der Koeffizient von x^ gleich Eins vorausgesetzt. 

r 
Hätte nämlich eine Wurzel die Form — , so wäre 

Durch Multiplikation mit s"" würde sich hier- 
aus aber die Summe 

— 4- a^ . s . r'*-^ + a, . s\ r^""^ + . . . = 
s 

ergeben, und es wäre also ein Bruch und eine ganze 

Zahl zusammen gleich Null, was unmöglich ist. 

2. Hieraus ergiebt sich aber : Hat eine alge- 
braische Gleichung eine ganzzahlige Wur- 
zel, so muss dieselbe notwendig ein Faktor 
des Absolutgliedes sein. 

3. Wie wir sahen, können wir für irgend einen 
Wert a jede Gleichung in die Form 
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(X -«)• + ß„ (x - «)"-H ß„_, (X -«)"--+..+ ß. - 
bringen (§ 99). Um den Wert von Rj zu erhalten, 
haben wir also nur in der Gleichung für x den Wert 
a zu setzen und werden alsdann als Funktionswert der 
Gleichung 

R^=ra«+a,a'»"^+ + a" 

erhalten. 

Ziehen wir diesen Wert von einem zweiten solchen 
Wert R/ ab, für den wir erhalten 

R/-/?" + a, ß'''^+ a,/?"-H . . . + a^ 
so folgt aber, dass R^ — R/ stets durch a — ß teilbar ist, 
in dem jedes Glied der Funktion 

(a" _ ß-) + a, (a"-l - ß^'^) + a, (a""' -^ /?"-') . . . 

durch diese Differenz teilbar ist. Für irgend zwei 

ganzzahlige Werte a und ß ist also stets 

ß -^ / 

auch — T^eine ganze Zahl. 

Ist insbesondere ß eine Wurzel der Gleich- 
ung und ist also Rj'r=0, so ist notwendigauch 
ßj durch a — ß oder auch ß — a ohne Rest teilbar. 

4. Nach dem wir dies vorausgeschickt haben, wollen 
wie zur Bestimmung der ganzzahligen Wurzeln einer 
Gleichung gehen und hiefür das Beispiel 

X*— 14x»+71x* — 154x+120==0 
wählen. Nach Absatz 2 kann nur eine der Zahlen 
+ 1, +2, +3, +4, +5, +6, +8, +10, +12, +15, 

+ 20, +30, +40, +60, +120 
eine Wurzel der Gleichung sein. Setzen wir in der 
Gleichung für x=l, so ergiebt sich uns der Wert 
E, = + 24. 

Soll eine der obigen Zahlen also Wurzel der 
Gleichung sein^ so muss nach Absatz 3 die um Eins 



f ; 
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verminderte Zahl ohne Best in 24 enthalten sein. Hier- 
aus folgt aber, dass unter den obigen Zahlen 
— 4, +6, +8, +10, +12, +15, +20, +30, +40, 

+ 60, +120 
keine Wurzel der gegebenen Gleichung sein können. 
Ganzzahlige Wurzeln können als höchsten einzelne 
der Zahlen 

— 1, +2, +3, +4 oder +5 
sein. Zur zweiten Aufsuchung dieser Wurzeln dient 
das in § 99 gegebene Verfahren, Wir haben 

x* — 14x» + 71x« — 154x + 120 = 0. 



x = — 1 



+ 2 



x=-2 



x = + 3 



X=r-3 



+ 4 



x = + 5 



1 —1 

1 15 
1 2 
1 —12 
1 2 
1—16 
1 3 
1—11 
1 3 
1—17 
1 4 
1 —10 
1 5 
1 9 


+ 15 

+ 86 
-24 

47 

+ 32 

+ 93 

33 

+ 38 

+ 51 


86 


+ 240 


240 

+ 94 


+ 360 
— 120 


60 
186 


«0 

680 


340 
114 


800 
— 120 


40 
366 



1560 


+ 122 
-40 

31 
45 

26 


— 520 
124 


1680 
— 120 


30 
130 



— 120 


— 24 






E==:360, 

R = 0, X =2, 



E = 800, 



R = 0, X2 = 3, 



E. = 1680, 



B 



0, Xg 



4, 



R=0, X4 = 3. 



Die Gleichung hat also die Wurzeln 2, 3, 4, 5, 
5. Manchmal ist es von Vorteil, wenn wir auch 
für x= — 1 den zugehörigen Wert von B, zur Aus- 
scheidung ganzzahligen Faktoren des Absolutgliedes 
hinzunehmen. In obigem Beispiel hätte dies keinen 
Nutzen gebracht, da der Best 360 uns nicht gestattet 
weiterer Faktoren von der Untersuchung auszuscheiden. 
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§ 111« Mehrfache Wurzeln einer Gleichnng^« 

1. Es sei irgend welche ganze Funktion 

y=f(x)=x"-ha,x''~^+a,x"-2+ .... +an 
gegeben. Wie wir in § 98 sahen, ist dann immer 
f (x) — f(z) durch x — z teilhar. Setzen wir in dem so 

erhaltenen Quotienten -^— ^ — nach der ausgeführten 

X — z 

Division z=x, so werden wir einen Quotienten erhalten, 

der im allgemeinen nicht gleich Null ist. Diesen Wert 

heissen wir die ersteAbteilung von f(x) nach 

(x) und bezeichnen dieselbe durch y', f'(x) 

oder D f(x). So ist z. B. 

Dx°^ ^ '^^ = x*-^ + x^-^z + . . . + z« 



z 



und für z = x, 
Dx" = n.x"-^ 



B— 1 



Dax' = n.a.x , 

D(x"'+a.x-* + a,x"-*+...) = n.x"-* + (n— l)a.x"-2 
+ (n-2).a3X°-3 + ... + a„_j, 

D(x — a)» = d(x" — (i) . x"-^ • « + © . x'-^a — . • •) 

= n . (x — af^\ 

2. Die Ableitung der Ableitung bezeichnen wir 
ebenso als die zweite Ableitung und bezeichnen die- 
selbe mit y", f"(x) oder D*f(x). Desgleichen erhalten 
wir die dritte Ableitung y'", f'"(x) oder D*f(x). 

3. Ist insbesondere a eine Doppelwurzel der Grleich- 
ung. so werden wir die Gleichung stets auf die Form 
bringen können 

(x_o)"+ß„(x-or-'+... + R,(x-o)*-0, 
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da ja (x — a)* ein Faktor der Gleichung ist. Für die 
Ableitung dieser Gleichung, die linke Seite als Funktion 
angesehen^ nach x müssen wir wie aus der Definition 
unmittelbar folgt denselben Ausdruck erhalten, ob wir 
die letztere Form der Gleichung benützen oder die 
ursprüngliche, d. h. wir finden, dass die beiden Aus- 
drücke 

n.(x— a)^-l+(n— l)Rn(x— ar"HR„_i(x--a)"^'+.. 

+ 2Kg(x — (t) und 

n.x" + (n — l).a,x""H(n — 2)a,x^-2+... + a^_j 

identisch sind. Der erstere Ausdruck verschwindet 
aber, wenn wir für x den Wert a setzen, und wir 
finden : Hat eineGleichungeineDoppelwurzel 
a, so ist a auch eine Wurzel der gleich Null 
gesetzten ersten Ableitung der Gleichung. 
Ist a von der ursprünglichen Gleichung eine drei- 
fache Wurzel, so ist a von der ersten Ableitung eine 
zweifache und von der zweiten Ableitung eine einfache 
Wurzel. Wie der Satz allgemein lautet ist leicht er- 
sichtlich. 

4. Wissen wir so z. B., dass die Gleichung 
x8__4x2+5x— 2=0 

eine zweifache Wurzel hat, so muss diese auch eine 
Wurzel der Ableitung 3x* — 8x+5=0 sein. Um diese 
Wurzel zu bestimmen haben wir nur noch den gemein- 
sammen Teilen dieser beiden algebraischen Gleichungen 
aufzusuchen (vergl. Sammlung Göschen Nr, 47, Algebra, 
§ 11). Dieser Faktor ist x — 1. In der That sind 1, 
1, 2 die Wurzeln der gegebenen Gleichung, 
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XXL Kapitel. 

Näbemngsweise Auflösung der Gleiehungen. 

§ 112. Allgemeine Bemerkung« 

Wie wir im vorigen Kapitel sahen können wir die 
Gleichungen des vierten Grades noch auflösen. Das- 
selbe ist für besonders gestaltete Gleichungen des höheren 
Grades möglich, so z, B. für die Gleichungen xn+l=0. 
Im allgemeinen aber ist es unmöglich für Gleichungen 
höher als vom vierten Grade eine algebraische Lösung 
zu finden. Man ist dann genötigt, wenn die in § 110 
und 111 angegebene Arten zur Auffindung einzelner 
Wurzeln versagen, die Wurzeln näherungsweise zu be- 
stimmen zu suchen. Auch bei Gleichungen des dritten 
und vierten Grades wird diese näherungs weise Be- 
stimmung manchmal vorzuziehen sein^ da die andern Me- 
thoden oft auf sehr verwickelte E-echnungen führen. Die 
näherungsweise Bestimmung eignet sich zudem auch 
zur Auflösung anderer als algebraischer Gleichungen. 

§ 113« Die Methode von Lagrange« 

1. Es sei die Gleichung x' — 4x — 5=0 aufzulösen. 
Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung durch 
f (x), so haben wir für x zwei solche Werte zu suchen, 
für die f (x) entgegengesetzte Vorzeichen hat. Zwischen 
diesen Werten x muss dann nach § 100 eine Wurzel 
der Gleichung liegen. So finden wir z. B. f(0) = — 5 
und f (3) = -\- 10, d. h. eine Wurzel der Gleichung liegt 
zwischen und 3. Diese Wurzel suchen wir durch 
Probieren in noch engere Grenzen einzuschliessen, und 
zwar liegt dieselbe zwischen 2 und 3, da f (2) = — 5 ist. 
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2. Die zu suchende Wurzel setzen wir nun = 2 + 



und setzen diesen Wert in die gegebene Gleichung ein 
und erhalten 

(2+—)« -4(2 + — ) — 5 = und hieraus: 

5y«— 8y« — 6y — 1=0. 
In dieser G-leichung finden wir wie oben, dass für 
y ein Wert zwischen 2 und 3 liegt, und setzen hier 

wiedery = 2+ — und erhalten so die neue Gleichung 

5z»~22z'^-22z-l=0, z = 5+— . 

u 

3. Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir: 

x=2 + -^+ 1 , 

"5' + -l 1 

^2 4--^ 

Hieraus ergeben sich uns aber für x die Häher- 
ungswerte (§ 3). 

1 5 16 21 58^ 253 
2, 2^, 2^^, 2^^, 2^g, 2^2^, 2^^^ 

Letzter Wert ist =2,4566786. Würde als letzter 

Teilnenner die Zahl drei gewählt worden sein, so würde 

195 
sich als letzter Näherungsbruch j^= 2,456675 ergeben. 

Der Wurzel der letzten Gleichung liegt zwischen 3 
und 4. 

§ 114« Die Newtonsche Methode. 

1. Auch diese Methode wollen wir an einem Beispiel 
zunächst klar zu machen suchen. Es sei etwa die 
Gleichung x' + 2x^+3x — 7=0 aufzulösen. Haben wir 



Die Newtonsche Methode. 171 

auch hier gefunden f(l) = — 1 und f(2) = ll, so setzen 
wir hier x^l+h und erhalten duroh Einsetzen in die 
gegebene Gleichung 

(l+li)'+2(l+h)«+3(H-h)— 7=0 oder: 

(1+2+3 — 7)+h(3+4+3)+?h''+(7h»=0, d. h. 

— l + 10h+(»h« + orh»=0. 

TJm aus dieser Gleichung näherungsweise h zu er- 
halten können wir h^ und h' vernachlässigen und er- 
balten zur Bestimmung von h die Gleichung 

— l+10h=0 oder h = 0,l. 

2. Hierauf setzen wir ebenso x=l, 1 + hj und er- 
balten ganz gleicher Weise für h^ wieder eine Gleichung 

(l,l+hJ« + 2(l,l + h,)'+3(l,l + h)-7=0 

oder, wenn die Glieder mit h^* und h^' weggelassen 
werden. 

0,051 + 11,03 hj =rO, h, = — 0,0046 

also X = 1,0954 . . . 

Fahren wir so weiter, so erhalten wir mit jeder 
beliebigen Genauigkeit den Wert von x. 

3. Sei allgemein z. B. eine Gleichung des vierten 
Grades gegeben, etwa 

x*+ax»+bx'+cx+d=0 
und sei a ein näherungsweise richtiger Wurzelwert der 
Gleichung; so setzen wir x=a4-h und erhalten durch 
Einsetzen von a+h in die Gleichung 

a*4. aa' + ba' + Ca + d + h (4a» + 3aa' + 2ba + c) + €»h« 

+ crh« + ch*=0 
und hieraus wie oben: 

a*-|-aa» + ba' + ca+d f(a) 

4a» + 3aa«+2ba + c "^""f^ 
Ganz ebenso ist die Korrektion die wir bei einer 
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beliebigen Gleichung des nten Grades dem "Werte a an- 
zufügen haben 

_ «"+a,«°~^ + a,a°~^+ ...+a° ^ f («) 
n.a»-i + (n-l)a,a"-2+ ..+a^_j- f'(ay 

§ 115. Die re^la falsi. 

1. Die Methode der regula falsi ist die bequemste 
und die gebräuchlichste. Sie lässt sich aus der New- 
tonschen herleiten und ist überhaupt mit dieser nahe 
verwandt. Sind a und ß zwei Werte die der gesuchten 
Wurzel nahezu gleich sind, so haben wir wie oben 

Hieraus ergiebt sich 

x-~a _ f(a) i'(ß) 

^=~ß^m 'f'w: 

In dieser letzteren Gleichung sind die Werte f(a) 
und {{ß) nahezu gleich Null, während f'(a) und f'(/?) 
im allgemeinen von Null sehr verschieden sind. Sind aber 
a und ß nahezu gleich, so werden wir die Ableitungen 
f'(a) undf'(/?) ebenfalls als nahezu gleich ansehen dürfen, 
d. h. wir werden 

setzen können. 

Dann erhalten wir aber: 

- = — -—^ und hieraus 

X — iff i{ß) 

ßA{a) — aA{ß) 

^- f(a)-f(/?) • 

2. Diese letztere Formel ist namentlich auch ge- 
eignet zur Auflösung transcendenter Gleichungen, d. h. 
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solcher Gleichungen die durch transcendente Funktion, 
die gleich Null gesetzt werden^ gebildet sind. Um dies 
zu zeigen, wollen wir von obiger Formel noch eine 

geometrische Ableitung , 

geben. Wir tragen auf yv'^ 

einer Geraden von einem //'' 

beliebigen Punkt aus ^' 

zwei Strecken OA und -r .-vir jj . 

OB gleich a und /? ab / 

und errichten in A und I 

B auf A Lote AP und BQ gleich f(a) und f(/?). Die 
Funktion selbst können wir uns dann durch eine Kurve 
dargestellt denken, die durch P und Q geht. Sind nun 
f(a) und f(/9) nahezu gleich Null und liegen A und B 
nahe beieinander, so werden wir den Verlauf der Kurve 
von A nach B als nahezu gerade ansehen und annehmen 
dürfen, dass der PQ benachbarte Schnitt X der 
Kurve mit OA nahezu mit dem Schnittpunkt von 
PQ mit OA zusammenfallen wird. Dann können wir 
aber ohne grossen Fehler setzen: 

f(a)_ CA_ OA — OCg — x _ x — tt 
f(^)~ CB~OB — 0C~"/9- x"-x — /j"^- ^- ^' 
Diese Betrachtung gilt sowohl für algebraische, als 
auch für transcendente stetige Funktionen. 

3. Beispiel, x*— 100x = 

a = 4, /? = 5 giebt f(a) = — 144, f(^) = 2625 
_ 5.144+4.2625 

^' 144 + 2625 ~^'^ 

a,=:4, ft=4,4, f («,) = - 144, f(ft) = + 237,9 

Xj = 4,2 .... 

a,=4, Ä = 4,2, f(«,) = -144, f(ft)=--5,4 

X3 = 4,207 u. B. w. 
Der genaue Wert ist 4,2058696. 
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